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�������� '����
������� ���� �"��� �������
� ����"������-� �����������
� ��
��$ ��� ���������	 ������"� ��
����� 
�� ����� 
���
�� ! '��"� �����"� 
��� ����-��� �������� ��������� ���
��"�� .������ ��������"
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�� ����� ���� �����"�� � ��
�� �������� ��-������ /����$ �����$ )0$ 1$ 2$ 3,4�

&��� ��
�
� �������
� ��� ��
���������� �
����
��� ����������� ����"������-�� �����������
�
��
��$ %� � 
��� ���"� ���� 	 ��-� ����"�" �������" 
��	�������� 
����� ������

� ��-���� �������
������ � 
���� ���� '�	�$ 
���- ��������� 
�����$ ���������� � )5,$ ����"�� ����
� ����$ ������
��-�
6��"�������� ������ ������������� 
���
�� �$ ����������$ ��
�����
� ���� ������
"� �� ����-�����

��
�
� ������	
��� � ��
����� ��������� #��-�� ������ ����������� ���
����'� � ���������
������ ������������� 
���
�� �� ������$ %� 6��"���	
��� � ��"��� 
��	��������� �������� 7 �����"�
������� ��������
� 6���'�� �
��
$ ��� ���������	 
����'����� ���
����'� ������� ! 
��
��"� �������
������������� ��� ��-� 6���'�� �
��
 
� ������
"� ��������� �����$ %� �" ����������
�� 8�
���
��
������ ����������� ������
�" ��
����"�

� ����	
���	 
	�	�� � �	��	� �	���������� ������

.����� ������������� ����� 
���
� ������	 � ���"��
�'�� ��
������� ����� �� ������� �� 6���"�� 

�$ �����"� � ���� ���
������ � �����������
� 
� �� ��-� ��
��� ��6���
�� 9���" ����"$ ������
��
��� ���������	 ��
����� �
�������� ��
�������� .���� ����������
� ������� "� �������
�"�"�
�����" �
�������" �� 	����" '���" � ��-� �� ��
��
� ��������
�"�"�$ %� ��� ��" 	 ���
��������
�����������
� ���������

:����"� ����� ���� "������ T = {1, . . . , |T |}. ;��"��
�"� ���� ���� 	 ��������� ��"��� ��� 

�������� �
�������� �������� ��
��������

#������"� ��"����" V "������ �������� < "������ ���� "������� �������$ ��� "��� ����"�
�
�
������ �������� ��
�������� =���'�� ������� x : T → V ������
�"�"� ��	�
����
�� >������
���� ��
������ �������
�"�"� ����� V T �

&���� �������� "������ A "� ������
�"�"� 
��
������ ?� ���"��
�"� 	 �"��� ��
�� 
���
��
(����� ��
��� α ∈ A ���
���"� � �����������
� �� ������ d(α)� 9���" ����" �����
�"�"�

���������� ����� 6���'�� d : A→ N�

*



� � �� � � � � �

* + 0 � * � @ * @ ABA * ABA︸ ︷︷ ︸
sβ = (β, 2, i)

� �

β, f(sβ, x)

� � � � � � � � �
�

︸ ︷︷ ︸
sα = (α, i, j)

α, f(sα, x)

�

︸ ︷︷ ︸
sγ = (γ, j, |T |)

γ, f(sγ , x)

���� *C ����� �� �	
���
� ����	� ����� �����
� ���
����� �
����� ��������� ��������� � �������������
�
���� � �� �� ������ ��� !� ���������
��� "� �� ��# ������� ����� ����������# ��������� �� ��������
	���	���! �
��$�! ������������

��������� �����"� ���"�������� 6���"��
 ���� ����$ -����� ����� �������	 -����� ��
���
< �"��� ���"��
�� 9���" ����"$ ���"��
 < '� ��������
� 
���� ������� (α, bl, br), α ∈ A, bl, br ∈
T, br − bl = d(α)� !������� bl 
� br$ ��� "� ������
�"�"� ���������� ����� �
 ��
��� ��
���
��

�������
$ ��������
� '������������ �������� [bl, br − 1] �� ���� ����� ;��"��
�"� '���� �������� 	
��� ��"��� �
��
'�� ���� ����$ ��� "��-� �� br 
� �� "��-� �� bl� !������� α ������
�"�"� ���
� �
�
����
���� ���"��
�� >������ ���� ���"��
�� �������
�"�"� S� &�� ���������� �"��� 
� �����'�
������
���� ���"��
� s ∈ S �������
�����
�"�"� ���������� ���������� α(s), bl(s), br(s)�

!����"� ����

� �������
��� ���� ����$ �� �����������
� ��������� �������
� ���"��
��$ ���$
%����� ���������� ���� �� ������$ ��������
� ��� ���� ����C

�s = (s1, s2, . . . , sn), si ∈ S, 1 ≤ i ≤ n, /*4

br(sj) = bl(sj+1), 1 ≤ j < n, bl(s1) = 1, br(n) = |T |.

>������ ���� "������� ���"��
�'�� �������
�"�"� �S�
&�� i 
��� ���"��
� ���"��
�'�� �s �������
�����
�"�"� ���������� si� (������
� ���"��
�� �

���"��
�'�� �s �������
�"�"� n(�s)� =���'�� ������� f : S × V T → R ������
�"�"� ���
�����

�������� ����������� ?� �������� f(s, x) �������	$ ��������� ��
������� x � "��'�$ ���������"�
���"��
�" s$ �� ����� �� ��
���$ ��� ����	
��� �"��" ���"��
� α(s)� =��
���� �������� f(s, x)
������
� �� ��� ������ ��
������� x$ � ��-� ��� 
��� ���� 6���"��
�$ ���� ����	
��� �����'�"�
���"��
� s�

!������ ����

� "���
� 
�
� �������
������ �� ����"���� ���6� G = (V,E)$ ��
�������� ��
���� *� >������ ���-�� ���6� �
���	
��� � ����" ����$ V = T $ � "������ ��
�� E < � "�������
���� ���"��
�� S� D ��"�C ���"��
� s = (α, bl, br) �
���
��� � ��������� ��
�� � ����
��" � ���-���
bl$ ���'�" � ���-��� br$ ��������� α 
� ����� f(s, x)� E
�� ���� ���-�� ���6� bl 
� br ��	���	
�
����� ��
��$ ������� ��
�� "��
� -����� br −bl� F��� ���"� -���� �� ���6�$ ���� ������	
��� �
���-��� 1 � �������	
��� � ���-��� |T |$ ���������	 ����� ���"��
�'�� ���� ����$ �$ �������$ ������
���"��
�'�� ���������	 ������ -��� �� ���6� � ����
��" � ���-��� 1 � ���'�" � ���-��� |T |�

&�� 6��"�������� ������ � ��"��� 
��	�������� 
����� /����$�����$ )5$ G,4 ��" ��
��
�� ����� 
��
� "������ ����
������� �
�	�
�$ "������ �
����$ �������� �� �������� �"�������
��$ "������
������
�
�� ������������� 
� 6���'�� �
��
�

!�����
 ������������ �	����
 < '� "������ ���� "������� ��
������ V T � !�����
 ��
���

�	����
 	 "������� ���"��
�'�� �S�
!����
�"�"�$ %� ��������� �������� p(�s) �� "������ ���� ���"��
�'�� �S 	 �����"����" p(�s) =

p0$ � �"����� �������� ����
������� �
�	�
� ��� ������"� ���� �
��� �������	
��� ��C

p(x/�s) =
n(�s)∏
i=1

cd(α(si)) exp{−f(si, x)},
�� c < ���"������� �
����

#�� 
���� �����%����� ����
�������� �������� ���"��
�'�� �� �"��� 6���������� ��
�������
"�
�"� ������C

p(�s/x) =
p(x/�s)p(�s)

p(x)
=

+



= p(�s)/p(x) ·
n(�s)∏
i=1

cd(α(si)) exp{−f(si, x)} = /+4

= p0/p(x) · c|T | ·
n(�s)∏
i=1

exp{−f(si, x)} =

= C(x) ·
n(�s)∏
i=1

exp{−f(si, x)} =

= C(x) · exp{−
n(�s)∑
i=1

f(si, x)},

�� C < ����� 6���'�� ��� ��
������� x.

!������� �������
��� �������
�
��
 ��'����� �����
� "������ �����������
�� ��
�� < ��� 
"��
�� ��6���
� �A = {(α1, α1, ..., αn), αi ∈ A, i = 1..n, n ∈ N,

∑n
i=1 d(αi) = |T |}� 8���� n(�α)

�������
�"�"� �������
� ��
�� � �����������
� �α�
. 
��� ���� �����������
� �α ∈ �A ��������� ���"��
�'�� ���� ����$ ��� �����"� ���"�� 


� �����������
� αi �
���
� � �����������
� ���"��
 ���� ���� siC segm(�α = (α1, α2, . . . αn)) =
(s1, s2, . . . sn), si ∈ S, α(si) = αi� H��"��
 � ���������" ��"���" i ���"��
�'�� segm(�α) ����� 
��
�"�"� segmi(�α)�

"�����
 ���
� W : �A× �S → R ��� '��"� "�
�"� 
��� ��������C �������� W (�α,�s) �������
�"�
-
��6 �� ��
��'��$ ���� ��
�������$ ��
����� ���"��
�'�	� ����� 	 �s$ 
��� ���������� �� �α� .� 
���� ������	 � ����������� 
���� �����������
� �α∗ ��
�� ��6���
�$ ��� 
 "���"������� "�
�"�
����
���������� �
��
C

�α∗ = arg min
�α∈ �A

∑
�s∈�S

p(�s/x)W (�α,�s). /04

� ��
���� ���	�� �� ��������	� ��	� ���
�� ����	
���� 
	�	��

��
��

	�	

�

��������"� 6���'�� �
��
$ ���$ �� 
��� �������� ����$ ���� �� 
����'����� ������ �����������
����"������-�� �����������
� ��
��$ ����-� ��������
�� � ����������� � )*,� >� ������"� 
�
 �� �� 
�
������ � ���������$ %�
 ���������
� �� ���"�����
� ��� �����$ �������������� ��"� �����

9�� ����� 6���'�� �
��
 "�	 ������C

W (�α,�s) =
{

0, ��%� �s = segm(�α)
1, ��%� �s �= segm(�α) . /14

.����� � /04 
� /14C

�α∗ = arg min
�α∈ �A

∑
�s∈�S

�s �=segm(�α)

p(�s/x) =

= arg min
�α∈ �A

(1 − p(segm(�α)/x)) =

= argmax
�α∈ �A

p(segm(�α)/x) = /24

= arg max
�α∈ �A

C(x) · exp{−
n(�α)∑
i=1

f(segmi(�α), x)} =

= argmin
�α∈ �A

n(�α)∑
i=1

f(segmi(�α), x). /34

E
��$ 6���'�� �
��
 /14 ���������	 �'���� "����"������ ����������
���
� /24$ ����������� ����
"��� ������ ��"� �������
� ���
������� ������$ %� � ����
�����	"� � ��
�
�� )*$ +$ 0$ 1$ 2$ 3,�

&�� ��������� ������ /34 � ��
�
�� )*$ +, �������
��� "�
�� ����"������ ������"������$ %�
������	 � ���
����"�C

0



�������"� ����� SR(t) ⊂ S, t ∈ T $ "������ 
�� ���"��
��$ ����� �����'� ���� ����� tC SR(t) =
{s ∈ S : br(s) = t}$ � ����� SL(t) ⊂ S, t ∈ T $ "������ 
�� ���"��
��$ ���� �����'� ���� ����� tC
SL(t) = {s ∈ S : bl(s) = t}�

#�����-�"� 6��"��� /34 � ���
����� ���������
��� 6��"�C

segm(�α∗) = arg min
�s∈�S

n(�s)∑
i=1

f(si, x) =

= arg min
s1∈SL(1)

min
s2∈SL(br(s1))

· · · min
sn(�s)∈(SL(br(sn(�s)−1))

⋂
SR(|T |))

n(�s)∑
i=1

f(si, x). /54

!����"� �������� F (s), s ∈ S ������ 6��"��C

F (s) = min
s1∈SL(1)

min
s2∈SL(br(s1))

· · · min
si∈(SL(br(si−1))

⋂
SR(bl(s)))

(f(s, x) +
i∑

j=1

f(sj , x)).

I
��6 �� ������%� ���"��
�'��$ ��� ��
���	
��� ������ 6��"��� /54$ �������	 �������� ��� 
"��-�� � ������� F (s) ��� 
�� s$ ����� �����'� ���� �
���	
��� � ������ �����'�� ���� ����$ �
��
����" ���"��
�" s′ � ������%�� ���"��
�'�� 	 
��$ �� ���"� ������	
��� �������� "���"�" F (s)C

s′ = arg min
s∈SR(|T |)

F (s). /G4

E�������$ ��� 
�� ���"��
�� s$ ���� �����'� ���� �
���	
��� � ����� �����'�� ���� ����$ ����� 
��� ������� F (s) �������	 f(s, x)� .������� � �� ��� ���� ��-�� ���"��
�� s ����	
��� ���
�����
�������
��� 6��"����C

F (s) = min
s′∈SR(bl(s))

(F (s′) + f(s, x)). /J4

&�� '�� ���"��
�� �������"� 
���� 6���'�� ������� ind : S → S$ 
���$ %� �� �������� ind(s)
�����	 �� ���"��
 < ���������� ���"��
� sC

ind(s) = arg min
s′∈SR(bl(s))

(F (s′) + f(s, x)). /*K4

!���-���� ������ /34 ������	 � ������������� ���"��
�� �� ������ ������ �����'�� � ����� 
�����"� ���
�������� �� ��� 6��"�� /J4 
� /*K4� :���"����'�$ ��� ���"��
��$ ����� �����'� ����
�
���	
��� � ������ �����'�� ���� ����$ ���� �������
�
� 6��"��� /G4� :�����%� ���"��
�'�� �s∗
����	
��� �������
��"� 6��"���"�C

sn( �s∗) = s′, si = ind(si+1), i = 0...n(�s∗) − 1. /**4

D�����
" /J4  /**4 "��� ��������
��� �� ������
" ��-��� ������%��� -����$ ���� ������	
���
� ���-��� 1 � �������	
��� � ���-��� |T |$ ��������� ���	�
������� ���6�$ ��������� � ����������"�
������� � ��
�������� �� ���� *� !������� F (s) � 6��"���� /G4$ /J4 ����"��
� �������� ����
������%��� -���� ����� 
��$ ��� �������
��� � ���-��� 1$ ��������
��� � ���-��� br(s) � "��
�
�
��
��$ %� ���������	 ���"��
� s�

��������
� ������$ �� �����	 6��"��� /34$ "��� ����"�
��� 
���� �� ������ �������"�'�� �� 

������� �����������
� ����"�� �
������ � 
�"� "��� 
�
� ���
������ 
�� ��������� 
��� ����
�
�
��
����� "��������� D�� ��%� ��� ���������
� �� �� �
�
��
����"� "���������"�$ 
�$ "���� 
��$ ���� '� ��
�
� ����-�$ �������
������ ������
��-� �� /14 6���'�� �
��
$ ��������� 
��$ �� '�
���
���� � ���
����"� ��������

! ����	
���	 �	 ��
�"�
�� 
	�	�� �#� ���� 	#����
	� �
 �

$�
���� ���	�

��� �����	�
�� �� ��
���	�� 
�
��� ���
�����

��������"� ��
���� ��� ��������
� 6���'�� �
��
 ������� /14 � ���
������� ������� !�������
W (�α,�s) �������	 -
��6 �� ��
��'��$ ���� ��
�������$ ��
����� ���"��
�'�	� ����� 	 �s$ 
��� ��� 
������� �� �α� 9��� 6���'�� �
��
 �� �������	$ ��������� ��������	
��� ������
�
 ������������� ���

1



� �

*

� �

� � � � �

� � �

0 1 2 J

� � �

� � � �

� �

β γ ϑ

β θ τ ϑ

π ψ

segm(�α)

�s′

�s′′

���� +C %���	��� ��������$�&� ' ������
 �
��$�! ����� ()*+� (),+� -����� ����� W (�α, �s′) = 1� W (�α, �s′′) = 3�
� 
 ������
 �
��$�! ����� ()*+� ().+� W (�α, �s′) = 2� W (�α, �s′′) = 3�

����������� ������
�
�� 9��$ ���������$ ����-�	
��� ������������ �������
� ����������� ����� 
������ ��
��$ �������� -
��6�	
��� �����$ � ���"� ��� ��
��� ��������� ��
��$ � �����$ � ���"� 	
��-� ���� ����������� ��
����

F���- ������
����"� 	$ ���������$ 6���'�� �
��
$ %� �����
��� ����"� 6��"�� /*+4$ /*04

� /*+4$ /*14C

W (�α,�s) =
n(�α)∑
i=1

wi(segmi(�α), �s), /*+4

wi(s′, �s) =
{

0, ��%� ∃j : sj = s′

1 � ���� ��-�� ��������
, /*04

wi(s′, �s) =
{

0, ��%� (n(�s) ≥ i) & (α(s′) = α(si))
1 � ���� ��-�� ��������

. /*14

.������� 6���'�� /*+4$ /*04 ����� �������
� ���"��
��$ ��� 	 � ������
�
� ������������� �α$ ���
�����
�� � ��
����� ���"��
�'�� �s� :����$ ���������$ ������
�
�" ������������� 	 �����������
� �α$
� ���� ��������� ���"��
�'�� segm(�α)$ %� ������	
��� � 
���� ���"��
�� (β, 1, 3), (γ, 3, 5), (ϑ, 5, 9)$ �
��
����"� 	 ���"��
�'�� �s′ = (β, 1, 3), (θ, 3, 4), (τ, 4, 5), (ϑ, 5, 9) 
� �s′′ = (π, 1, 4), (ψ, 4, 9)� L� ���"��
�'��
��
������ �� ���� +� .������� 6���'�� �
��
 �� ���� (�α, �s′) ����� 1$ �������� ���"��
 (γ, 3, 5) �����
���
� ���"��
�'�� �s′$ � �� ���� (�α, �s′′) ����� 3$ �������� ����� � 
���� ���"��
�� ��������� segm(�α) ��
�����
��� � ���"��
�'�� �s′′�

=���'�� �
��
$ ��� ����	
��� 6��"���"� /*+4$ /*14$ �������	 -
��6$ %� �� ������
� ��� �����'�
���"��
��$ � �������	
��� ��-� ����"� �"���"� 
� ���������"� ��"���"� � ���"��
�'��� .� i ��
���"��
 � �"���" α ��������	
��� -
��6 0$ ��%� �"�� i ��� ���"��
� ���������� ���"��
�'�� �����
α$ � -
��6 1 � ���
������"� �������� &�� ���"��
�'��$ ��
������� �� ���� +$ -
��6� ����������
����� W (�α, �s′) = 2 
� W (�α, �s′′) = 3�

��������"� ������$ � ���� �� 6���'�� �
��
 ���
� 6���'�� ������� /*+4C

�α∗ = argmin
�α∈ �A

∑
�s∈�S

p(�s/x)W (�α,�s) =

= argmin
�α∈ �A

∑
�s∈�S

p(�s/x)
n(�α)∑
i=1

wi(segmi(�α), �s) =

= argmin
�α∈ �A

∑
�s∈�S

n(�α)∑
i=1

p(�s/x)wi(segmi(�α), �s) =

= arg min
�α∈ �A

n(�α)∑
i=1

∑
�s∈�S

p(�s/x)wi(segmi(�α), �s). /*24
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=��"��� /*24 �����	 �� ��������� ������ 
��	�������� ������ ������������� �� �"���$ %� 6���'��
-
��6� "�	 ������ /*+4� ! ���
����� ���� ����������� "� �������
�	"� '� ��� ��������� �����$ �
���� 6���'�� wi ������
������� �� ����"���� 6��"�� /*04 
� /*14�

��� ���
����� ������ ��� ������ ��	� �� 
����

!����"� ���������� �S(s′) ��� "������ 
�� ���"��
�'��$ ��� "��
�
� ���"��
 s′ ∈ S� #���
����� 
-� /*04 � /*24$ �
��"�	"�C

�α∗ = arg min
�α∈ �A

n(�α)∑
i=1

∑
�s∈�S\�S(segmi(�α))

p(�s/x) =

= argmin
�α∈ �A

n(�α)∑
i=1

⎛
⎝1 −

∑
�s∈�S(segmi(�α))

p(�s/x)

⎞
⎠ =

= arg min
�α∈ �A

n(�α)∑
i=1

(1 − p(segmi(�α)/x)) , /*34

�� p(segmi(�α)/x) =
∑

�s∈�S(segmi(�α))

p(�s/x).

.� �"��� ������ ������� p(segmi(�α)/x) ������ /*34 ��������	
��� ���������� ������ /34 ����
� 
������ 1 − p(segmi(�α)/x) ��"��
� f(segmi(�α), x)$ � �
��$ ������ ��� 6���'�� �
��
 /*+4$ /*04 
���
�����
��� �����������$ �� 
����� "� �����"� �����
 �
�������� ������� p(s/x), s ∈ S� H�"� '��"�
���������� ��-
� '���� �����������

.���-�"� ���
����� ��� ����������� ������� p(s/x), s ∈ S$ ����
�������$ �������
��-� /+4 
�
��������-� ϕ(s, x) = cd(α(s)) · exp{−f(s, x)} 
� Z(x) = p(�s)

p(x) C

p(s/x) =
∑

�s∈�S(s)

p(�s/x) =

= Z(x) ·
∑

�s∈�S(s)

n(�s)∏
i=1

ϕ(si, x) =

= Z(x) ·
∑
j∈T

∑
�s∈�S

�s=(s1,s2,...,sj−1,s,sj+1,...,sn(�s))

[
j−1∏
i=1

ϕ(si, x)

]
×

× [ϕ(s, x)] ×
⎡
⎣ n(�s)∏

i=j+1

ϕ(si, x)

⎤
⎦ =

= Z(x) ·
∑
j∈T

∑
s1∈SL(1)

∑
s2∈SL(br(s1))

· · ·
∑

sj−1∈(SL(br(sj−2))
⋂

SR(bl(s)))

[
j−1∏
i=1

ϕ(si, x)

]
×

×ϕ(s, x) ×

×
∑
n>j

∑
sn∈SR(|T |)

∑
sn−1∈SR(bl(sn))

· · ·
∑

sj+1∈(SR(bl(sj+2))
⋂

SL(br(s)))

⎡
⎣ n∏

i=j+1

ϕ(si, x)

⎤
⎦ /*54

.� �"��� ������ �������� Z(x) �
�������� /*54 "��� 
�
� ���
���� 
���" ����"� !����"�
�������� Fforw(s) 
� Fback(s), s ∈ S$ ��� �������"� 
��C

Fforw(s) =
∑
j∈T

∑
s1∈SL(1)

∑
s2∈SL(br(s1))

· · ·
∑

sj−1∈(SL(br(sj−2))
⋂

SR(bl(s)))

[
j−1∏
i=1

ϕ(si, x)

]
· ϕ(s, x),

Fback(s) =
∑
j∈T

∑
s1∈SR(|T |)

∑
s2∈SR(bl(s1))

· · ·
∑

sj−1∈(SR(bl(sj−2))
⋂

SL(br(s)))

[
j−1∏
i=1

ϕ(si, x)

]
· ϕ(s, x). /*G4
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.� ����"���� �������� ��������� ������-�"� /*54C

p(s/x) = Z(x) · Fforw(s) · Fback(s)
ϕ(s, x)

. /*J4

E�������$ %� �������� Fforw(s) ��� ���� ���"��
�� s 
����$ %� ���� ���� �����'� �
���	
��� �
����� �����'�� ���� ����$ �� � �������� Fback(s) ��� ���� ���"��
�� 
����$ %� ���� ����� �����'�
�
���	
��� � ������ �����'�� ���� ����$ �������	 ϕ(s, x)�

.������� � ������� Fforw(s) 
� Fback(s) ��� ���� ��-�� ���"��
�� s$ ��������$ �����
��� ���� 
���
��"� 6��"���"�C

Fforw(s) = ϕ(s, x) ·
∑

s′∈SR(bl(s))

Fforw(s′) /+K4

Fback(s) = ϕ(s, x) ·
∑

s′∈SL(br(s))

Fback(s′). /+*4

D�����
" �
�������� ������� p(s/x) ������	 � ������������� ���"��
�� �� �� ������ �����'��$
����������"� ���
�������� �� ��� 6��"��� /+K4$ ��
�" � ������������� ���"��
�� �� ����� �����'��$
����������"� ���
�������� �� ��� 6��"��� /+*4 �$ ����"����'�$ �
�������� p(s/x) �� 6��"���� /*J4�

>� �� ������� ��-�$ ���" ����" �
�����	
��� �������� Z(x)� !����"�$ �������-� �� � �������C

Z(x) =
p(�s)
p(x)

=

=
p(�s)∑

�s∈�S p(x/�s)p(�s)
=

=
p0

p0 ·
∑

�s∈�S

∏n(�s)
i=1 ϕ(s, x)

=

=
1∑

s∈SR(|T |) Fforw(s)
.

E
�������� ��
������� ������ �� �"��� ������ Fforw(s) �� �
�����
� ������ 
�����%�� � "���

�
� �������� -����" ���"��� ���
�������� �������� � ���"� �����'���

D�����
"$ %� �������	
��� 6��"���"� /*J4  /+*4$ "��� ��������
��� �� ������
" ��-���
��"����� ���� ���� -����� �� ���6�$ ��� �������
� ����� ������ ���� ��
��� ��������"� ���6$ ��� 
����� ����-� ��� ����
��'�� ��������� ������ /34$ ��������-� ��
��$ ��� ���������	 ���"��
� s$
��"��
� �������� ���� f(s, x) �������� ϕ(s, x)� !����
�"�"� 
����$ %� ����� 
��� ����� -����$
���� ������	
��� � ���-��� 1 ���6� � �������	
��� � ���-��� |T |$ 	 ��
�
�� ��� ���� ��
�� -�� 
��� 9��� ����������� p(s/x) ���������
�� ����������� ��"����� ���� ���� 
���� -�����$ ��� ����"

��� "��
�
� ��
�� ���6�$ %� ���������	 ���"��
� s� !������� Fforw(s) "��
� �������� ��"�����
���� ���� -�����$ ��� �������
��� � ���-��� 1$ ��������
��� � ���-��� br(s) � "��
�
� ��
��$ %�
���������	 ���"��
� s$ � �������� Fback(s) < ��"����� ���� ���� -�����$ ��� �������
��� � bl(s)$
��������
��� � |T | � "��
�
� ��
��$ %� ���������	 ���"��
� s�

��� ���
����� ������ ��� ���
�� ��	� �� 
����

!����"� ���������� �S(i, α), i ∈ T, α ∈ A ��� "������ 
�� ���"��
�'��$ i �� ���"��
 ���� "�	 �"��
α� &�� ��������� ������ � 6���'�	� �
��
 /*+4$ /*14 ����
���"� �� � /*24C

�α∗ = arg min
�α∈ �A

n(�α)∑
i=1

∑
�s∈�S

p(�s/x)wi(segmi(�α), �s) =

= argmin
�α∈ �A

n(�α)∑
i=1

∑
�s∈�S\�S(i,αi)

p(�s/x) =

= arg min
�α∈ �A

n(�α)∑
i=1

⎛
⎝1 −

∑
�s∈�S(i,αi)

p(�s/x)

⎞
⎠ =
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= argmin
�α∈ �A

n(�α)∑
i=1

(1 − pi(αi/x)) , /++4

�� pi(αi/x) =
∑

�s∈�S(i,αi)

p(�s/x). /+04

!������� pi(α/x) "���
� ����"�
��� �� "���������� �"�������
� 
���$ %� �� i 
�"� "��'� �����
�α �������
��� ��
��� α�

:� ���-�� ������ 6��"��� /++4 ���������� 6��"���" /34 � /*34$ �$ ��������� 
$ ������
"� ��
�
�������� ������� ��������
�� D�� '� ��-� �������� ������
�$ �������� ����"�
� 1 − pi(αi/x)$
%� 	 ����"��
�" ��"�$ ������
� ��� ����"�
�� i < �������$ �� ���"� ���
���	
��� ����������
9�"� ����������� /++4 	 �
����������� �������-�� �������$ ��� ��
��
�	 ����"��� ��������� >�
��������"� �� � ��� �
���C �����
�� �����"� -��� �
�������� /++4$ �������� ����"�"� ��������
pi(αi/x)$ � ��
�" ������"� ������
" ����������� pi(αi/x)�


	
	� ��
���
�� 
����� 
� ����� 
����� ������� pi(αi/x)	

#�����-�"� /++4 � ���������
��� 6��"�C

segm( �α∗) = arg min
�s∈�S

n(�s)∑
i=1

(1 − pi(α(si)/x)) = /+14

= arg min
s1∈SL(1)

min
s2∈SL(br(s1))

· · · min
sn(�s)∈(SL(br(sn(�s)−1))

⋂
SR(|T |))

n(�s)∑
i=1

(1 − pi(α(si)/x)).

!����"� �������� Fi(s) ������ 6��"��C

Fi(s) = min
s1∈SL(1)

min
s2∈SL(br(s1))

· · · min
si−1∈(SL(br(si−2))

⋂
SR(bl(s)))

⎛
⎝1 − pi(α(s)/x) +

i−1∑
j=1

(1 − pj(α(sj)/x))

⎞
⎠ .

E�������$ ��� 
�� ���"��
�� s$ ���� �����'� ���� �
���	
��� � ����� �����'�� ���� ����$ ��� 
����� ������� F1(s) ����� (1 − p1(α(s)/x))� .������� � �� ��� ���� ��-�� ���"��
�� s 
� �������� i
�����
��� ���
����� �������
��� 6��"����C

Fi(s) = min
s′∈SR(bl(s))

(Fi−1(s′) + 1 − pi(α(s)/x)). /+24

&�� '�� ���"��
�� 
� �������� �������"� 
���� 6���'�� ������� indi : S → S$ 
���$ %� �� ��������
indi(s) �����	 �� ���"��
 < ���������� ���"��
� sC

indi(s) = arg min
s′∈SR(bl(s))

(Fi−1(s′) + 1 − pi(α(s)/x)). /+34

I
��6 �� ������%� ���"��
�'��$ ��� ��
���	
��� ������ 6��"��� /+14$ �������	 ��������
���"��-�� � ������� Fi(s), i ∈ T $ ��� 
�� s$ ����� �����'� ���� �
���	
��� � ������ �����'��
���� ����$ � ��
����" ���"��
�" s′ � ������%�� ���"��
�'�� 	 
��$ �� ���"� ������	
��� ��������
"���"�" Fi(s)C

s′ = arg min
i

min
s∈SR(|T |)

Fi(s). /+54

!���-���� ������ /+14 ������	 � ������������� ���"��
�� �� ������ ������ �����'�� � ����� 
�����"� ���
�������� �� ��� 6��"�� /+24 
� /+34� :���"����'�$ ��� ���"��
��$ ����� �����'� ����
�
���	
��� � ������ �����'�� ���� ����$ ���� �������
�
� 6��"��� /+54� :�����%� ���"��
�'��
�s∗ = segm( �α∗) ����	
��� �������
��"� 6��"���"�C

segmn( �α∗)( �α∗) = s′, segmi( �α∗) = indi+1(segmi+1( �α∗)), i = 0...n( �α∗) − 1. /+G4

D�����
"$ %� �������	
��� 6��"���"� /+24  /+G4$ 
���� "��� ��������
��� �� ������
" �� 
-��� ������%��� -���� �� ���6�� ��������"� ���6$ �������� ����-� ��� ����
��'�� ���������
������ /34� &�� ������� ���"��
� s ��"���"� ���� ��
��$ ��� ��"� ���������	 � ��	���	 ���-���

G



bl(s) 
� br(s)$ |T | ��
��"�$ ����� � ���� ��	���	 ���-��� bl(s) 
� br(s)� .���"���	"� '� ��
�� ���
1 �� |T |$ ��������-� �����"� � ��� � �����������
� � ��"���" i �������� ���� 1 − pi(α(s)/x)� !
"������ ���� -����� �� ���6�$ ��� �������
��� � ���-��� 1$ 	 ���"������ -����� 
���$ %� ��"���
��
�� ������� -���� ����
��
� ����� �� �����'� ��� �������� ��� ��
������ ��
�� �� ���
�������
=��"��� /+14 �������	 -���$ %� �������	
��� � ���-��� |T |$ 	 ���"��
�" '�	� ���"������ � "�	
���"��-� ��"���� ���� ��
��� !������� Fi(s) "��
� �������� ���� ������%��� -���� � ���-���
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�� -�����$ ��� ������
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� "��
�
� ����� i ��
��$
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����" � ���� 	 ��
��$ %� ���������	 ���"��
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	� ���������� ������������  ���������� ����� pi(αi/x)	

! '��"� ���������� "� �����"�$ ���" ����" �
������
��� �������� pi(α/x), α ∈ A$ %� �����
���
6��"���� /+04� !����"� ���������� �S(i, s), i ∈ T, s ∈ S ��� "������ 
�� ���"��
�'��$ i �"
���"��
�" ���� 	 ���"��
 s� .���-�"� �������� pi(α/x) � �������C

pi(α/x) =
∑
s∈S

α(s)=α

pi(s/x),

�� pi(s/x) =
∑

�s∈�S(i,s)

p(�s/x) = Z(x) ·
∑

�s∈�S(i,s)

n(�s)∏
i=1

ϕ(s, x) =

= Z(x) ·
∑

s1∈SL(1)

∑
s2∈SL(br(s1))

· · ·
∑

si−1∈(SL(br(si−2))
⋂

SR(bl(s)))

⎡
⎣i−1∏

j=1

ϕ(sj , x)

⎤
⎦ ×

×ϕ(s, x) ×

×
∑
n>i

∑
sn∈SR(|T |)

∑
sn−1∈SR(bl(sn))

· · ·
∑

si+1∈(SR(bl(si+2))
⋂

SL(br(s)))

⎡
⎣ n∏

j=i+1

ϕ(sj , x)

⎤
⎦ . /+J4

&�� �
�������� ������� pi(s/x) �����"� �������� F i
forw(s), i ∈ T, s ∈ S$ ��� �������"� ���
����"

����"C

F i
forw(s) =

∑
s1∈SL(1)

∑
s2∈SL(br(s1))

· · ·
∑

si−1∈(SL(br(si−2))
⋂

SR(bl(s)))

⎡
⎣i−1∏

j=1

ϕ(sj , x)

⎤
⎦ · ϕ(s, x).

!����"� 
���� �������� Fback(s), s ∈ S$ %� ��������
��� ������ 6��"��� /*G4� D�����
" ��
�
�������� ������� � ���������� 0�+�

7 �������� ����������� 6��"��� /+J4 ��� �
�������� ������� pi(s/x) ����"�	 ������C

pi(s/x) = Z(x) · F
i
forw(s) · Fback(s)

ϕ(s, x)
. /0K4

E�������$ %� �������� F 1
forw(s) ��� ���� ���"��
�� s 
����$ %� �� ���� �����'� �
���	
��� � �����

�����'�� ���� ����$ �������	 ϕ(s, x)� .������� � ������� F i
forw(s) ��� ���� ��-�� ������� i 
� s$

��������$ ����	
��� �������
��� 6��"����C

F i
forw(s) = ϕ(s, x) ·

∑
s′∈SR(bl(s))

F i−1
forw(s′). /0*4
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�� �� ������ ������ ��� 
��'��$ ����������"� ���
�������� �� ��� 6��"��� /0*4 � �������
���� 6��"��� /0K4�
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" ��-��� ��"����� ���� ���� -����� �� ���6�$
� ���� ������ ��
�� ���
����	
��� ��� ������" ���������" ��"���" ��� ����
�� -����� �������� 
"� ���6$ �������� ����-� ��� ����
��'�� ��������� ������ /*54� .���������� pi(s/x) ���������
��
����������� ��"����� ���� ���� -�����$ � ���� ��
�� ���6�$ %� ���������	 ���"��
� s$ "�	 i 
��
���������� ��"��� !������� F i

forw(s) "��
� �������� ��"����� ���� ���� 
�� -����� � ���-��� 1
� ���-��� br(s)$ %� "��
�
� ����� i ��
��$ ��
����" � ���� 	 ��
��$ ��� ���������	 ���"��
� s�
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