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Анотацiя. Розглядається байєсiвський пiдхiд
до задачi стереозору. Iснуючi ı̈̈ı розв’язки аналiзу-
ються з точки зору байєсiвських вирiшуючих пра-
вил. Проводиться порiвняльний аналiз алгоритмiв
стереозору в рамках байєсiвського пiдходу.

1 ВСТУП

Проблема машинного стереозору маc свою iсто-
рiю, що триваc вже кiлька десятирiч. Дослiдже-
ння цic̈ı проблеми були започаткованi видатними
результатами, що зводили задачi стереозору до ви-
рiшення певних задач динамiчного програмування
(див.,напр. [5], [6]). В рамках цього пiдходу стало
можливим знаходити найiмовiрнiший рельcф мi-
сцевостi, що вiдповiдаc заданiй стереопарi знiмкiв.
В цьому напрямi були вирiшенi численнi прикла-
днi проблеми. Завдяки одержаним успiхам такий
пiдхiд став свого роду аксiомою, i задачi, що не
вдавалося вирiшити у рамках цього пiдходу, вва-
жалися за практично невирiшувальнi.

Дана робота вiдходить вiд встановленого стере-
отипу знаходження найiмовiрнiшого рельcфу,
що конче c лиш окремим випадком байcсiвськӧı те-
орïı прийняття рiшень. Погляд на задачу з точки
зору цic̈ı, бiльш загальнӧı теорïı, дозволив знайти
новi, прийнятнiшi формулювання задачi стереозо-
ру i, вiдповiдно, побудувати новi алгоритми ı̈̈ı ви-
рiшення.

Робота складається з чотирьох роздiлiв. Другий
роздiл присвячений постановцi i розв’язку зада-
чi стереозору, як задачi, що формулюється в рам-
ках байєсiвського пiдходу. Тут запропоновано рiзнi
функцïı втрат та алгоритми розв’язку задач, що
ı̈м вiдповiдають. Третiй роздiл має на метi демон-
страцiю прикладних результатiв, якi були отрима-
нi при застосуваннi алгоритмiв, приведених у дру-
гому роздiлi. Нарештi, в четвертому роздiлi фор-
мулюються висновки.

2 ПОСТАНОВКА ТА
РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI СТЕ-
РЕОЗОРУ ПРИ РIЗНИХ
ФУНКЦIЯХ ВТРАТ

Задача стереозору полягає у вiдновленнi просторо-
вӧı конфiгурацïı об’cкта за парою його фотознiм-
кiв. Вважатимемо, що об’cкт знiмаcться таким чи-
ном, що для кожнӧı його точки справедливо: або
ı̈̈ı зображення присутнє на обох знiмках, або на
жодному iз знiмкiв його нема. Зображення точки
об’cкта на лiвому та правому знiмках називатиме-
мо вiдповiдно лiвою та правою проекцiями цiє̈ı то-
чки. Не втрачаючи загальностi вважатимемо, що
зображення оцифрованi i вiдкалiброванi таким чи-
ном, що рядки з номерами k на лiвому та правому
зображеннях є, вiдповiдно, лiвою та правою прое-
кцiями деякӧı лiнïı на вихiдному об’cктi для будь-
якого k. Отже, iнформацiю про просторову кон-
фiгурацiю цiє̈ı лiнïı несуть лише данi два рядки.
Тобто, ми можемо обмежитись розглядом задачi
стереозору лише для деякӧı пари рядкiв.
Назвемо полем зору множину:

T = {i : 0 ≤ i ≤ I}.

Елементами поля зору є пiксели, або точки. Зо-
браженням називатимемо функцiю:

x : T → R.

Множину всiх зображень позначатимемо через
RT . Значення зображення x(t) в точцi t назива-
хться кольором пiксела. Нехай x i y – два зобра-
ження. Введемо функцiю δ : R × R → R, яку на-
зиватимемо рiзницею кольорiв пiкселiв. Окре-
мими ı̈̈ı випадками є δ(x(t1), y(t2)) =| x(t1) − y(t2) |
та δ(x(t1), y(t2)) =| x(t1) − y(t2) |2 .
Також розглянемо клас Φ монотонних функцiй

вигляду φ : T → T , тобто:

Φ = {φ : t1 > t2 ⇒ φ(t1) ≥ φ(t2), t1, t2 ∈ T } (1)
1



Дана властивiсть означах, що "точкам, якi зна-
ходяться правiше на лiвому зображеннi, повиннi
вiдповiдати лише точки, якi знаходяться правi-
ше i на правому зображеннi"
.
При даному фiксованому φ точки t та φ(t) нази-

ватимемо вiдповiдними. Для зручностi введемо
клас P функцiй вигляду ρ : T → T , який визначи-
мо як:

P = {ρ : ∃φ ∈ Φ ∀t ∈ T ρ(t) = t − φ(t)}.

Функцïı з класу P називатимемо функцiями па-
ралакса, а значення ρ(t), ρ ∈ P - паралакса-
ми. Очевидним є те, що задачi знаходження φ ∈ Φ
та ρ ∈ P є еквiвалентними. Але паралакси мають
прозорий геометричний змiст: висота об’єкта є мо-
нотонною фунцiєю паралакса.

’ўҐа¤Ґп 2.1 Нехай ρ ∈ P. Тодi множина зна-
чень, якi може приймати функцiя ρ в то-
чцi t, 1 ≤ t ≤ I при фiксованих значеннях
ρ(0), ρ(1), ..., ρ(t − 1) залежить лише вiд ρ(t − 1)
i не залежить вiд ρ(0), ρ(1), ..., ρ(t − 2).

� Доведення випливає iз справедливостi да-
ного твердження для функцiй з класу Φ,
що, в свою чергу, є наслiдком того, що
φ ∈ Φ ⇔ φ(t − 1) ≤ φ(t) ∀t : 1 ≤ t ≤ I. �
Позначимо через Ni(t), 0 ≤ i ≤ (I − 1) множину

тих значень, якi може приймати функцiя ρ в точцi
i + 1 при фiксованому значеннi ρ(i) = t:

Ni(t) = {r : ∃ρ ∈ P ρ(i) = t & ρ(i + 1) = r}.

Для формулювання задачi в рамках байcсiвськӧı
теорïı (див.,напр. [1],[2],[3]) нам необхiдно визна-
чити множину ознак об’cкта, множину ста-
нiв, ı̈х сумiсний розподiл ймовiрностей та фун-
кцiю втрат.
Множина ознак об’cкта

X = {(xl, xr) : xl, xr ∈ RT }

- це пара зображень. Множина станiв збiгається
з множиною функцiй паралакса P 
 ρ. Вважати-
мемо, що апрiорний розподiл p(ρ) всiх можливих
функцiй паралакса є рiвномiрним, а умовний роз-
подiл ознак об’cкта при заданому його станi визна-
чається як:

p((xl, xr)/ρ) = A ·
∏
t∈T

exp[−δ(xl(t), xr(φ(t)))] =

= A ·
I∏

i=0

exp[−δ(xl(i), xr(i − ρ(i)))] =

= A · exp[−
I∑

i=0

δ(xl(i), xr(i − ρ(i)))],

де A – нормувальний множник.

За таких припущень апостерiорний розподiл фун-
кцiй паралакса при заданiй парi зображень матиме
вигляд:

p(ρ/(xl, xr)) = p((xl, xr), ρ)/p((xl, xr)) =
= p((xl, xr)/ρ)p(ρ)/p((xl, xr)) = B · p((xl, xr)/ρ) =

= C · exp[−
I∑

i=0

δ(xl(i), xr(i − ρ(i)))],

де C та B – нормувальнi множники.

При заданiй функцïı втратW : P ×P → R зада-
ча полягах в знаходженнi такӧı функцïı паралакса
ρ∗, яка б мiнiмiзувала умовне математичне сподi-
вання втрат:

ρ∗ = arg min
q∈P

∑
ρ∈P

p(ρ/(xl, xr))W (q, ρ). (2)

Розглянемо кiлька рiзних функцiй втрат:

W (q, ρ) =
{

0, якщо ρ = q
1, якщо ρ �= q

(3)

W (q, ρ) =
∑
t∈T

ρ(i)�=q(i)

1 (4)

W (q, ρ) =
∑
t∈T

(ρ(t) − q(t))2 (5)

Почнемо з (3). Згiдно з (2)

ρ∗ = arg min
q∈P

∑
ρ∈P
ρ�=q

p(ρ/(xl, xr)) = (6)

= argmin
q∈P

(1 − p(q/(xl, xr))) =

= arg max
q∈P

p(q/(xl, xr)) = (7)

= arg max
q∈P

exp[−
I∑

i=0

δ(xl(i), xr(i − q(i)))] =

= arg min
q∈P

I∑
i=0

δ(xl(i), xr(i − q(i))). (8)

Отже, функцïı (3) вiдповiдає оцiнка максималь-
нӧı правдоподiбностi (див. (7)) функцïı ρ. З iншого
боку, формула (8) виражає постановку зада-
чi стереозору при традицiйному, небайєсiв-
ському пiдходi. Але чи доречною є в поставле-
нiй задачi функцiя втрат вигляду (3) ? При такiй
функцïı залишаються неврахованими кiлька фа-
кторiв. По-перше, дана функцiя втрат не врахо-
вує в скiлькох точках вiдрiзняються рiзнi фун-
кцïı паралакса мiж собою. Неформально кажучи,
тi функцïı паралакса, якi вiдрiзняються лише в
однiй точцi, мусять штрафуватись менше, анiж
тi, що вiдрiзняються в десятьох точках. Цей факт
враховується функцiхю втрат (4). Та, бiльше то-
го, оскiльки паралакси монотонно пов’язанi з ви-
сотою, то грає роль ще й величина рiзницi мiж



функцiями паралакса в тих точках, в яких вони
вiдрiзняються. Цей факт може бути врахований за
допомогою функцïı втрат (5).
Але повернiмось до розв’язку задачi (8). Введе-

мо позначення:

Fk(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k)) =
k∑

i=0

δ(xl(i), xr(i − ρ(i))).

Мiж цими величинами iснух рекурентне спiввiдно-
шення:

Fk(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k)) =
= Fk−1(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k − 1)) +
+δ(xl(k), xr(i − ρ(k))), 1 ≤ k ≤ I, (9)

а, отже:

min
ρ(0),ρ(1),...,ρ(k)

ρ∈P

Fk(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k)) =

= min
ρ(0),ρ(1),...,ρ(k−1)

ρ∈P

Fk−1(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k − 1)) +

+ min
ρ(k)∈Nk−1(ρ(k−1))

δ(xl(k), xr(i − ρ(k))), 1 ≤ k ≤ I, (10)

min
ρ(0)∈T

F0(ρ(0)) = min
ρ(0)∈T

δ(xl(0), xr(0 − ρ(0))). (11)

Оскiльки:

ρ∗ = arg min
ρ∈P

FI(ρ(0), ..., ρ(I)).

– то алгоритм розв’язку задачi (8) полягає в по-
слiдовному застосуваннi формул (10) та (11) для
k = I; I − 1; ...; 0.
Перейдемо до функцiй втрат, якi задаються ви-

разами (4) та (5). Ïх можна представити у виглядi:

W (q, ρ) =
I∑

i=0

ω(q(i), ρ(i)), q, ρ ∈ P . (12)

Функцïı втрат вигляду (4) вiдповiдах

ω(k, r) =
{

0, якщо r = k
1, якщо r �= k.

А функцïı втрат вигляду (5) –

ω(k, r) = (k − r)2.

Тому розв’яжемо задачу (2) саме для такого,
бiльш загального вигляду функцiй втрат (12) :

ρ∗ = argmin
q∈P

∑
ρ∈P

p(ρ/(xl, xr))
I∑

i=0

ω(q(i), ρ(i)) =

= argmin
q∈P

I∑
i=0

∑
ρ(i)∈T

p(ρ(i)/(xl, xr))ω(q(i), ρ(i)), (13)

де p(ρ(i)/(xl, xr)) =
∑
ρ∈P

p(ρ/(xl, xr), ρ(i))

– сумарна ймовiрнiсть всiх функцiй паралакса
ρ при заданому значеннi ρ(i) в точцi i. При-
пустимо, що величини p(ρ(i)/(xl, xr)) нам вi-
домi. Тодi задача (13) перетворюється в за-
дачу (8) замiною величин δ(xl(i), xr(i − q(i)))
на

∑
ρ(i)∈T p(ρ(i)/(xl, xr))ω(q(i), ρ(i)), а, отже, i

розв’язухться за допомогою спiввiдношень, що
аналогiчнi спiввiдношеням (10) та (11).
Знаходження величин p(ρ(i)/(xl, xr)) також про-

водиться за тiєю ж схемою (10),(11). Але замiсть
операцïı max необхiдно пiдставити операцiю

∑
, а

замiсть
∑
– операцiю

∏
. Запишемо необхiднi пе-

ретворення:

p(ρ(i) = t/(xl, xr)) =
∑
ρ∈P

p(ρ/(xl, xr), ρ(i) = t) =

= C
∑

ρ∈P∩{ρ:ρ(i)=t}

I∏
j=0

exp[−δ(xl(j), xr(j − ρ(j)))] =

= C ·
∑

ρ∈P∩{ρ:ρ(i)=t}

i∏
j=0

exp[−δ(xl(j), xr(j − ρ(j)))] ×

×
I∏

j=i

exp[−δ(xl(j), xr(j − ρ(j)))] =

= C

⎛
⎜⎝ ∑

(ρ(0),ρ(1),...,ρ(i−1))
ρ∈P∩{ρ:ρ(i)=t}

i∏
j=0

exp[−δ(xl(j), xr(j − ρ(j)))]

⎞
⎟⎠ ×

×

⎛
⎜⎝ ∑

(ρ(i+1),...,ρ(I))
ρ∈P∩{ρ:ρ(i)=t}

I∏
j=i

exp[−δ(xl(j), xr(j − ρ(j)))]

⎞
⎟⎠ (14)

Обчислимо перший спiвмножник у виразi (14).
Другий обчислюється аналогiчним чином. Проце-
дура обчислення має вигляд:

Fk(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k))
def
=

def
=

k∏
j=0

exp[−δ(xl(j), xr(j − ρ(j)))]; (15)

⇒ Fk(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k)) =
= Fk−1(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k − 1)) ×

× exp[−δ(xl(k), xr(j − ρ(k)))]; (16)

⇒
∑

(ρ(0),ρ(1),...,ρ(k))
ρ∈P∩{ρ:ρ(i)=t}

Fk(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k)) =

=
∑

(ρ(0),ρ(1),...,ρ(k−1))
ρ∈P∩{ρ:ρ(i)=t}

Fk−1(ρ(0), ρ(1), ..., ρ(k − 1)) ×

×
∑

ρ(k)∈Nk−1(ρ(k−1))

exp[−δ(xl(k), xr(k − ρ(k)))] (17)



F0(ρ(0)) =
∑

ρ(0)∈T

exp[−δ(xl(0), xr(−ρ(0)))] (18)

Таким чином, алгоритм розв’язку пошуку пер-
шого спiвмножника у виразi (14) полягає в по-
слiдовному застосуваннi формул (17) та (18) для
k = i; i − 1; ...; 0.

3 ДЕМОНСТРАЦIЯ ПРИ-
КЛАДНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

В якостi вихiдних даних (стереопари) було взя-
то вiдкалiбровану стереопару обличчя людини
(див. [4]).
На рис.1 зображено результат вiдновлення ре-

льєфу при трьох рiзних функцiях втрат.
Результати представленi у виглядi так званого

"висотного"зображення, тобто бiльша яскравiсть
точки вiдповiдах її бiльшiй висотi. Справа i знизу
вiд зображення показанi "розрiзи": вертикальний
та горизонтальний. Найлiвiше зображення вiдпо-
вiдає функцïı вигляду (3), зображення по центру
– (4) i найправiше – (5).
Рiзниця в результатах є очевидною. Слiд все ж

вiдзначити, що при традицiйному, небайєсiвсько-
му пiдходi (при якому використовуються крите-
рïı ,аналогiчнi (8)), можна отримати результати,
що можуть бути порiвнянi з результатами, отрима-
ними в рамках байєсiвського пiдходу з функцiхю
втрат (5) . Це досягається головним чином за ра-
хунок ускладнення моделi (тобто структури класу
Φ) та використання рiзних евристичних прийомiв.

4 ВИСНОВКИ
• В данiй роботi продемонстровано вiдновлен-
ня рельєфу на основi байєсiвського пiдходу

при трьох рiзних функцiях втрат. При цьому
найкращi результати було отримано при iн-
тӱıтивно найкращiй з них – функцïı втрат (5).

• Метод найбiльшощ правдоподiбностi не пови-
нен бути догмою. Байєсiвський пiдхiд вклю-
чає його як частковий випадок i тому є бiльш
потужним iнструментом при прийняттi рi-
шень.
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teorie statistickeho a strukturniho rozpoznavani.
Vydavatelstvi CVUT, Praha, 1999.

[2] Ковалевский В.А. Методы оптимальных ре-
шений в распознавании изображений.–М. :На-
ука, 1976.–328с.

[3] Дуда Р., Харт П. Распознавание образов и
анализ сцен. – Москва: Мир, 1976.

[4] http:\\www.lincoln3d.com
[5] Гимельфарб Г.Л. Симметричный подход
к задаче автоматических стереоскопи-
ческих измерений в фотограммметрии.
Кибернетика.- 1979,(2).-с.73-82.

[6] Гимельфарб Г.Л. Симметризованное би- и
тринокулярное стереозрение: взаимосвязи ме-
жду теоретическими основами и эвристиче-
скими решениями. Теоретические и прикла-
дные вопросы распознавания изображений.-
Киев, 1995.-с.4-25.


