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М.И. Шлезингер, В.В. Гигиняк 
Решение (MAX,+)-задач структурного распознавания  
с помощью их эквивалентных преобразований. I∗ 

Исследованы задачи структурного распознавания, которые сводятся к задачам дискретной оптимизации, известным как 
(max, +)-разметки. Описан механизм эквивалентных преобразований (max, +)-задач и их решение на основе таких преобразова-
ний. Класс разрешимых таким методом задач включает в себя известные ациклические и супермодулярные (max, +)-задачи. 
Structural recognition problems are analyzed, which can be reduced to discrete optimization problems known as a (max, +)-labeling. 
An exhaustive mechanism for equivalent transformations of (max, +)-problems is described as well as their solution based on such 
transformations. Domain of the problems solvable in such a way includes the known acyclic and supermodular (max, +)-problems. 
Досліджено задачі структурного розпізнавання, що зводяться до задач дискретної оптимізації, відомих як (max, +)-розмітки. 
Описано механізм еквівалентних перетворень (max, +)-задач та їх розв’язання на основі таких перетворень. Клас розв’язних 
таким методом задач охоплює відомі ациклічні та супермодулярні (max, +)-задачі. 
 

Введение.∗ Статья посвящена анализу специ-
фических оптимизационных задач, к которым 
сводятся задачи структурного распознавания. 
Задачи этого типа состоят в оптимизации 
функций от большого количества дискретных 
аргументов. Специфика задач заключается в 
том, что оптимизируемая функция представ-
лена в виде суммы большого количества сла-
гаемых, каждое из которых зависит от малого 
количества аргументов, в частном случае, – 
только от двух. Эти задачи известны как 
(max,+)-задачи разметки. 

Известно, что множество всех возможных 
задач такого формата образует NP-полный 
класс. Известен, однако, ряд полиномиально 
разрешимых их подклассов. Среди них наи-
большей популярностью в распознавании поль-
зуются два подкласса (max,+)-задач, извест-
ных под названием ациклических и супермо-
дулярных. 

В данной статье вводится понятие эквива-
лентных (max,+)-задач и предложен метод их 
решения на основе их эквивалентных преоб-
разований. Авторами доказано, что класс за-
дач, разрешимых с помощью их эквивалентных 
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преобразований, включает в себя все ацикли-
ческие и все супермодулярные (max,+)-задачи. 

1. Определение основных понятий и пред-
мета исследования 

Известно, что структурное распознавание 
изображений сводится к решению специфиче-
ских задач дискретной оптимизации [1–9]. Не-
смотря на огромное разнообразие прикладно-
го содержания этих задач, они могут быть фор-
мализованы в определенном единообразном ви-
де, который известен как задача (max,+)-раз-
метки. Формулировка этой задачи основана на 
следующих понятиях. 

Пусть T – множество объектов, например, 
множество пикселов поля зрения. Отдельные 
объекты этого множества будут обозначаться t 
или t ′ , Tt ∈ , Tt ∈′ . На множестве T задано 
множество ℑ  неупорядоченных пар объектов, 
которое будем называть соседством. Выраже-
ние tt′∈ℑ  обозначает, что объекты t и t ′  яв-
ляются соседними. Обозначение N (t) будет ис-
пользовано для множества объектов, соседних с 
объектом t. Везде далее предполагается, что 
граф, задаваемый отношением ℑ , связный. 

Пусть K – конечное множество, элементы 
которого называются метками. Для каждой 
метки k и каждого объекта t задано число 
qt (k). Для каждой пары tt′∈ℑ  соседних объек-
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тов и для каждой пары меток k  и k ′  задано 
число ),( kkg tt ′′ . Эти числа назовем качества-
ми или весами. 
Разметкой называется функция KTk →: , 

которая каждому объекту t  ставит в соответ-
ствие метку )(tk . Множество всех возможных 
функций такого формата принято обозначать 

.TK  Качество )(kG  разметки KTk →:  оп-
ределяется как сумма введенных ранее ка-
честв, а именно, 
 ( ) ( ( ), ( )) ( ( ))tt t

tt t T
G k g k t k t q k t′

′∈ℑ ∈

′= +∑ ∑ . (1) 

Задача (max,+)-разметки состоит в отыска-
нии разметки TKk ∈*  с максимальным каче-
ством: 
 )(maxarg* kGk

TKk∈
= . (2) 

Без потери общности можно считать, что 
все числа )(kqt  равны нулю. В дальнейшем в 
зависимости от того, как это будет удобней, 
будем определять качество разметки или как 
(1), или как 
 ( ) ( ( ), ( ))tt

tt
G k g k t k t′

′∈ℑ

′= ∑ . (3) 

Множество всех возможных задач вида (1), 
(2) образует NP-полный класс. Известны, од-
нако, следующие три подкласса этих задач, 
которые полиномиально разрешимы. Назовем 
их ациклическими, супермодулярными и за-
дачами, эквивалентными тривиальным. 

Ациклические задачи это те, в которых со-
седство ℑ  не содержит циклов. Известно (на-
пример, [10]), что (max,+)-задачи с ацикличе-
ским соседством полиномиально разрешимы, 
причем при любых весах )(kqt  и ),( kkg tt ′′ . 
Решение этих задач основано на методе дина-
мического программирования. 

На исследования в теории и практике струк-
турного распознавания последнего десятиле-
тия сильно повлиял тот факт, что полиноми-
ально разрешимыми являются и (max,+)-зада-
чи, обладающие свойством супермодулярно-
сти [2, 6, 7, 9, 11–14,]. Это свойство определя-

ется следующими ограничениями на числа 
),( kkg tt ′′  и алфавит K  меток: 

• алфавит K  меток есть полностью упоря-
доченное множество, 

• для любых четырех меток k , l  и k ′ , l ′ , 
таких, что lk <  и lk ′<′ , и любой пары tt′∈ℑ  
соседних объектов выполняется неравенство 
 ),(),(),(),( klglkgllgkkg tttttttt ′+′≥′+′ ′′′′ . (4) 

Супермодулярные (max,+)-задачи полино-
миально разрешимы, причем для любых весов 

)(kqt  и любого соседства ℑ . Решение этих за-
дач основано на сведении их к поиску макси-
мального сечения на графе или, что то же са-
мое, – к поиску максимального потока в графе. 

Класс задач, эквивалентных тривиальным, 
менее известен, хотя и сформулирован значи-
тельно раньше. Первые публикации на эту те-
му относятся к 70 годам прошлого века [1, 15]. 
Позже подобные идеи, но под другими назва-
ниями, были исследованы в работах [16–18]. 
Достаточно полный обзор этого направления 
содержится в [19]. Формулировка этого класса 
задач основана на следующих понятиях. 

Пусть (max,+)-задача характеризуется чис-
лами ),( kkg tt ′′ . В каждой паре tt′∈ℑ  сосед-
них объектов выберем пары меток с макси-
мальным для этих двух объектов качеством. 
Это значит, что паре меток k  и k ′  присваива-
ется бинарная величина ),( kkg tt ′′ , обозна-
чающая, отобрана пара меток k  и k ′  в паре 
tt′∈ℑ  соседних объектов или нет: 

* **

* **

* **

,

* **

,

( , )

1,   если  ( , ) max ( , ),

0,   если  ( , ) max ( , ).

tt

tt tt
k K k K

tt tt
k K k K

g k k

g k k g k k

g k k g k k

′

′ ′
∈ ∈

′ ′
∈ ∈

′ =

′ =
= 

′ <

 (5) 

Задача называется тривиальной, если суще-
ствует разметка *k , составленная только из 
отобранных пар меток. Точнее, задача триви-
альна по определению, если существует раз-
метка *k  такая, что 
 * *( ( ), ( )) 1tttt

g k t k t′′∈ℑ
′ =& . (6) 
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Эквивалентность двух (max,+)-задач опре-
деляется следующим естественным образом. 
Пусть заданы две (max,+)-задачи, первая из 
которых характеризуется весами ),(1 kkg tt ′′ , а 
вторая – весами ),(2 kkg tt ′′ . Эти задачи назы-
ваются эквивалентными, если качество любой 
разметки, вычисленное в первой задаче, равно 
качеству этой разметки во второй задаче, т.е. 
когда равенство 
 1 2( ( ), ( )) ( ( ), ( ))tt tt

tt tt
g k t k t g k t k t′ ′

′ ′∈ℑ ∈ℑ

′ ′=∑ ∑  (7) 

выполняется для любой разметки TKk ∈ . 
Класс (max,+)-задач, эквивалентных триви-

альным, является полиномиально разрешимым 
[1, 2, 20]. Решение задач из этого класса со-
стоит в поиске тривиальной задачи в том или 
ином классе эквивалентности и сводится к ре-
шению задачи линейного программирования. 
Однако в силу огромного количества перемен-
ных и ограничений для ее решения неприме-
нимы методы общего назначения, как, напри-
мер, симплекс-метод. Известные подходы, на-
чиная от самых ранних [15] и кончая недав-
ними [16–18], направлены на то, чтобы при-
вести исходную задачу к тривиальному виду с 
помощью специальных алгоритмов, более прос-
тых, чем симплекс-метод. Для всех этих алго-
ритмов характерно, что они не гарантируют 
отыскания тривиального эквивалента исход-
ной задаче, даже если такой существует. Этот 
недостаток известных алгоритмов будет сфор-
мулирован более определенно. Сейчас отме-
тим лишь, что известные алгоритмы сводят ис-
ходную задачу к задаче, в которой выполня-
ются лишь необходимые, но не достаточные 
условия тривиальности. Таким образом, остает-
ся открытым вопрос об эквивалентном преоб-
разовании задачи в тривиальную, естественно, 
при условии, что такой тривиальный эквива-
лент существует. В данной работе осуществ-
лена попытка восполнить этот пробел. Вместе 
с тем в статье будет представлено полное опи-
сание метода эквивалентных преобразований 
(max,+)-задач, включая тот важный факт, что 
как ациклические, так и супермодулярные за-

дачи эквивалентны тривиальным, где триви-
альность понимается в приведенном (6) точ-
ном смысле. Эти сведения в разрозненном ви-
де, а иногда и без доказательств содержатся в 
работах одного из авторов, а также в обзоре 
[19]. Предлагаемая статья является в опреде-
ленном смысле итоговой в этом направлении, 
и эти результаты включены в нее с целью 
придания ей автономности. 

Статья организована следующим образом. 
В разд. 2 исследуется соотношение между из-
вестными классами (max,+)-задач и показано, 
что как ациклические, так и супермодулярные 
задачи эквивалентны некоторым тривиальным 
задачам. В разд. 3 выполнен формальный ана-
лиз классов эквивалентных (max,+)-задач и 
показано, что преобразования с помощью по-
тенциалов, предложенные в [1], полностью ис-
черпывают класс эквивалентности. Показано 
также, что преобразование (max,+)-задачи в 
тривиальную сводится к решению специфи-
ческих задач выпуклой негладкой минимиза-
ции. В разд. 4 приведен алгоритм этой мини-
мизации, основанный на обобщенном гради-
ентном спуске [21]. В разд. 5 обсуждаются 
описанные в данной части результаты и ука-
зан основной элемент новизны, отличающий 
их от результатов, известных к настоящему 
времени. 

Во второй части работы, которая будет 
опубликована в одном из ближайших номе-
ров, показано, как идеи эквивалентного пре-
образования задач эффективно реализуются в 
том случае, когда отношение соседства имеет 
специальный вид, характерный для множества 
пикселов двумерных изображений. Завершает 
работу описание различных экспериментов 
разметки изображений на основе решения 
(max,+)-задач методом их эквивалентных пре-
образований. 

2. Ациклические  и  супермодулярные 
(max,+)-задачи  и  задачи,  эквивалентные 
тривиальным 

Cформулируем и докажем две теоремы, ут-
верждающие, что как ациклические, так и су-
пермодулярные задачи эквивалентны тривиаль-
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ным. Для доказательства первой из них пона-
добится следующая лемма. 
Лемма 1. Пусть для фиксированного множе-

ства T , 2≥T , объектов, фиксированного от-
ношения соседства ℑ  (max,+)-задача эквива-
лентна тривиальной при любых весах ),( kkg tt ′′ , 
tt′∈ℑ , k K∈ , k K′∈ . Пусть t ′  – объект, не 
содержащийся в T , а t ′′  – объект, содержа-
щийся в T . В таком случае задача на множе-
стве { }tTT ′∪=′  объектов, отношении сосед-
ства { }t t′ ′ ′′ℑ = ℑ∪  эквивалентна тривиальной 
при любых весах ),( kkg tt ′′ ′ , tt′ ′∈ℑ , k K∈ , 
k K′∈ . 
Доказательство. Рассмотрим произвольный 

объект Tt ∈* , соседний с t ′′ , *t t′′∈ℑ . Для каж-
дой метки Kk ∈′′  выполним преобразование 
весов следующего вида:  

 
* *

* * *

( , ) ( , ) ( ), ,

( , ) ( , ) ( ), ,
t t t t

t t t t

g k k g k k k k K

g k k g k k k k K
′′ ′ ′′ ′

′′ ′′

′′ ′ ′′ ′ ′′ ′= +ϕ ∈

′′ ′′ ′′= −ϕ ∈
 (8) 

где ( )k′′ϕ  – произвольные числа. Это преобра-
зование эквивалентно, так как качество любой 
разметки в результате этого преобразования 
остается неизменным. В качество разметки 

Tk K∈  входят либо слагаемые ))(),(( tktkg tt ′′′′′′  
и ))(),(( *

* tktkg
tt

′′
′′  до преобразования, либо сла-

гаемые ))(),(( tktkg tt ′′′′′′  и ))(),(( *
* tktkg

tt
′′

′′
 после 

преобразования. Хотя эти слагаемые и измени-
лись, в силу (8) не изменилась их сумма, т.е. 

  
*

*

*

*

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( ( ), ( )) ( ( ), ( )).
t t t t

t t t t

g k t k t g k t k t

g k t k t g k t k t
′′ ′ ′′

′′ ′ ′′

′′ ′ ′′+ =

′′ ′ ′′+
  

Все остальные слагаемые, составляющие ка-
чество этой разметки, остались неизменными. 

Преобразование (8) выполним так, чтобы 
все числа KkKkkkg tt ∈′∈′′′′′′′′ ,),,( , стали непо-
ложительными, а для каждой метки k ′′  хотя бы 
одно число из совокупности Kkkkg tt ∈′′′′′′′ ),,( , 
стало равным нулю. 

По условию леммы задача на множестве T , 
соседстве ℑ  и с весами ),( kkg tt ′′  эквивалент-

на тривиальной. Это значит, что существует 
такой набор весов ),(~ kkg tt ′′ , эквивалентный 
исходному набору весов, и существует размет-
ка KTk →:0 , для которой 0( ( ),ttg k t′�  0 ( ))k t′ =  

,
max ( , )ttk K k K

g k k′′∈ ∈
′= �  выполняется для всех пар tt ′  

объектов, соседних в T . Расширим эту раз-
метку на множество { }T T t′ ′= ∪  так, что в 

качестве метки )(0 tk ′  выберем ту, для которой 
выполняется 0))(),(( 00 =′′′′′′ tktkg tt . Для постро-
енной таким образом разметки KTk →′:0  ра-
венство ),(~max))(),((~

,

00 kkgtktkg ttKkKktt ′=′ ′
∈′∈

′  вы-

полняется уже для всех пар объектов, сосед-
них в T ′ . Это значит, что задача на множе-
стве объектов T ′  с соседством ′ℑ  с весами 

),(~ kkg tt ′′ , tt′∈ℑ , и весами ),( kkg tt ′′′′′′  триви-
альна. Она же эквивалентна исходной.      ■ 

Теорема 1. Для любой (max,+)-задачи на 
множестве T с ациклическим соседством ℑ  су-
ществует эквивалентная ей тривиальная задача. 

Доказательство. Построим последователь-
ность { }, , 1, , 1i iT i nℑ = −… , графов так, чтобы 
множество 1T  состояло из двух соседствующих 
объектов, граф { }1 1,n nT − −ℑ  совпадал с графом 

{ },T ℑ , а любые два графа { },i iT ℑ  и { }1 1,i iT + +ℑ  
в этой последовательности удовлетворяли ус-
ловиям леммы 1 на { },T ℑ  и { },T ′ ′ℑ . Очевид-

но, что задача { }1 1,T ℑ  тривиальна, так как 1T  
состоит из двух объектов. Для любого i = 1, … 
…, n – 2 задачи { },i iT ℑ  и { }1 1,i iT + +ℑ  удовле-
творяют условию леммы 1, следовательно, лю-
бая задача из последовательности { } 1

1
, n

i i i
T −

=
ℑ  

эквивалентна некоторой тривиальной задаче. 
Поскольку исходная задача совпадает с зада-
чей { }1 1,n nT − −ℑ , она тоже эквивалентна триви-
альной.          ■ 

Доказательство приведенных леммы и тео-
ремы фактически указывает путь к построе-
нию алгоритма, непосредственно преобразую-
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щего любую ациклическую (max,+)-задачу в 
тривиальную. Этот алгоритм не будет отли-
чаться от общеизвестного решения, основан-
ного на идеях динамического программирова-
ния (например, [10]). Однако эти идеи не обоб-
щаются на случай произвольного отношения 
соседства. Докажем, что идеи эквивалентно-
го преобразования (max,+)-задач допускают 
такое обобщение. Центральным понятием в 
технологии эквивалентного преобразования 
(max,+)-задач к тривиальному виду является 
энергия задачи, определяемая как величина 

 
,

max ( , )ttk K k Ktt
E g k k′′∈ ∈′∈ℑ

′= ∑ . (9) 

Из сравнения выражений (9) и (3) видно, 
что для любой разметки TKk ∈  выполняется 
неравенство 
 EkG ≤)( . (10) 

Достаточно очевидной является следующая 
лемма, которую приведем без доказательства. 
Лемма 2. (max,+)-задача тривиальна тогда 

и только тогда, когда существует разметка *k , 
для которой выполняется равенство EkG =)( * . 

Менее очевидна, но тем не менее легко до-
казуема следующая лемма. 
Лемма 3. Пусть Z – класс эквивалентности, 

содержащий по крайней мере одну тривиаль-
ную задачу Zz ∈* . В таком случае: 

• задача *z  обеспечивает минимум энергии 
в классе Z ; 

• любая задача Zz ∈** , обеспечивающая 
минимум энергии в классе Z , тривиальна. 

Доказательство. В силу леммы 2 существу-
ет разметка k , для которой выполняется ра-
венство )(),( ** zEzkG = , где ),( *zkG  – каче-
ство разметки k  в задаче *z , а )( *zE  – энер-
гия этой задачи. Пусть z′  – любая задача из 
класса Z . Поскольку задачи *z  и z′  эквива-
лентны, ),(),( * zkGzkG ′= . С другой стороны, 
для разметки k  в соответствии с (10) выпол-
няется неравенство )(),( zEzkG ′≤′ . Запишем 
сказанное в виде цепочки 

 )(),(),()( ** zEzkGzkGzE ′≤′== , 
что доказывает первое утверждение в лемме. 

Пусть **z  – любая задача, минимизирую-
щая энергию в классе Z . Это значит, что 

)()( *** zEzE = . По условию леммы *z  триви-
альна и поэтому, в силу леммы 2 *( , )G k z =  

*( )E z= . Задачи *z  и **z  эквивалентны, и поэ-
тому ),(),( *** zkGzkG = . Из приведенных трех 
равенств следует ),()( **** zkGzE = . В силу лем-
мы 2 это значит, что задача **z  тривиальна, что 
доказывает второе утверждение леммы.      ■ 
Лемма 4. Пусть для некоторой (max,+)-зада-

чи z существует разметка k , для которой вы-
полняется ( ( ), ( ))tt

tt
g k t k t′

′∈ℑ

′ > −∞∑ . В таком слу-

чае класс Z задач, эквивалентных z, содержит 
задачу, минимизирующую энергию в этом 
классе. 

Доказательство. Энергию 

,
max ( , )ttk K k Ktt

E g k k′′∈ ∈′∈ℑ

′= ∑  задачи можно предста-

вить в виде min ( , ),
tt

E h t t
′∈ℑ

′= ∑  где ),( tth ′  – вспо-

могательные величины, удовлетворяющие не-
равенствам ( , ) ( , ),tth t t g k k′′ ′≥  tt′∈ ℑ, k∈K, k ′∈K. 

Эквивалентность двух задач определяется 
системой линейных равенств 
  ( ( ), ( )) ( ( ), ( )), .T

tt tt
tt tt

g k t k t g k t k t k K′ ′
′ ′∈ℑ ∈ℑ

′ ′= ∈∑ ∑  

Поиск (max,+)-задачи, эквивалентной z и 
обеспечивающей минимум энергии в Z, есть 
следующая задача линейного программирова-
ния: 

 

min ( , )

( , ) ( , ), , , ,

( ( ), ( )) ( ( ), ( )), .

tt

tt

T
tt tt

tt tt

h t t

h t t g k k tt k K k K

g k t k t g k t k t k K

′∈ℑ

′

′ ′
′ ′∈ℑ ∈ℑ

′

′ ′ ′ ′≥ ∈ℑ ∈ ∈

′ ′= ∈

∑

∑ ∑
 

Переменными в этой задаче являются числа 
),( kkg tt ′′  и ),( tth ′ , на которые наложены ог-

раничения. Очевидно, что эти ограничения не-
противоречивы, так как выполняются по край-
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ней мере при ),(),( kkgkkg tttt ′=′ ′′ . Целевая 
функция на множестве допустимых решений 
ограничена снизу качеством некоторой раз-
метки k , существование которой гарантиру-
ется условием леммы. В силу известных тео-
рем линейной оптимизации [22] в таких зада-
чах минимум целевой функции (в данном слу-
чае – энергии задачи) достигается на множе-
стве допустимых решений (в данном случае – 
на множестве Z  задач, эквивалентных z ).    ■ 
Лемма 5. Пусть z – супермодулярная (max,+)-

задача на множестве T  с соседством ℑ  и ве-
сами ( , ), , ,ttg k k tt k K′ ′ ′∈ℑ ∈  k K′∈ . Пусть 

( ), , ,tt k tt k K k K′ ′ ′ϕ ∈ℑ ∈ ∈ , – произвольные дей-
ствительные числа. Пусть z  – это (max,+)-за-
дача на том же множестве T , с тем же со-
седством ℑ , но весами ( , ) ( , )tt ttg k k g k k′ ′′ ′= +  

( )tt k′+ϕ + ( )t t k′ ′ϕ . В таком случае задача z  – 
тоже супермодулярная. 

Доказательство. Для задачи z  в силу ее 
супермодулярности неравенство 

),(),(),(),( lmgmlgmmgllg tttttttt ′+′≥′+′ ′′′′  
выполняется для любых tt′∈ℑ  и любых меток 

ml <  и ml ′<′ . Отсюда непосредственно сле-
дует, что 

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ).

tt tt t t tt tt t t

tt tt t t tt tt t t

g l l l l g m m m m
g l m l m g m l m l
′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′+ϕ +ϕ + +ϕ +ϕ ≥
′ ′ ′ ′≥ +ϕ +ϕ + +ϕ +ϕ

 

Левая часть этого неравенства есть не что 
иное, как ),(),( mmgllg tttt ′+′ ′′ , а правая часть – 

),(),( lmgmlg tttt ′+′ ′′ . Это значит, что ( , )ttg l l′ ′ +  
( , ) ( , ) ( , )tt tt ttg m m g l m g m l′ ′ ′′ ′ ′+ ≥ + , что доказы-

вает супермодулярность задачи z .       ■ 
Теорема 2. Пусть z  – супермодулярная 

(max,+)-задача на множестве T  с соседством 
ℑ  и весами ( , ), , ,ttg k k tt k K′ ′ ′∈ℑ ∈  k K′∈ , 
для которой существует по крайней мере одна 
разметка k , такая, что ∑

Γ∈′
′ −∞>′

tt
tt tktkg ))(),(( . 

В таком случае для этой задачи существует эк-
вивалентная ей тривиальная задача, а именно 
задача z∗ , минимизирующая энергию в классе 
супермодулярных задач, эквивалентных z. 

Доказательство. Докажем, что любая су-
пермодулярная задача либо тривиальна, либо 
существует эквивалентная ей и тоже супермо-
дулярная задача с меньшей энергией. Тем са-
мым докажем и теорему. Действительно, для 
супермодулярной задачи z∗ , минимизирующей 
энергию (а существование такой задачи почти 
непосредственно вытекает из леммы 4), не-
возможна задача с меньшей энергией. Следо-
вательно, z∗  может быть только тривиальной. 

Покажем тривиальность супермодулярной 
задачи или возможность уменьшения ее энер-
гии с помощью следующего алгоритма: 

1. Исходными для алгоритма являются чис-
ла ( ),ttg k k′ ′ , tt′∈ℑ , k K∈  k K′∈ . 

2. Для каждой пары tt′∈ℑ  объектов сфор-
мируем множество 

 ( ) ( ) ( ){ },
, , max ,tt tt ttl l

K k k g k k g l l′ ′ ′′
′ ′ ′= = . 

3. Для каждой пары tt′∈ℑ  объектов опре-
делим пару ( )ttk t′  и ( )ttk t′ ′  меток таких, что для 

любой пары ( ), ttk k K ′′ ∈  выполняются нера-

венства ( )ttk t k′ ≥ , ( )ttk t k′ ′≥ . Такая пара ме-
ток гарантированно существует и образована 
из метки ( )ttk t′  – самой высокой в множестве 

( ){ }: , ttk k k k K ′′ ′∃ ∈ , и метки ( )ttk t′ ′  – самой 

высокой в множестве ( ){ }: , ttk k k k K ′′ ′∃ ∈ . 

Действительно, существует метка l′ , такая, 
что ( )ttl k t′′ ′≤  и ( )( ),tt ttk t l K′ ′′ ∈ , и существует 

метка l, такая, что ( )ttl k t′≤  и ( )( ), tt ttl k t K′ ′′ ∈ . 
Это значит, что 
 ( )( ) ( )( ) ( )

,
, , max ,tt tt tt tt tts s

g k t l g l k t g s s′ ′ ′ ′ ′′
′ ′ ′= = , 

и, вследствие супермодулярности задачи, 
 ( ) ( )( ) ( )

,
, max ,tt tt tt tts s

g k t k t g s s′ ′ ′ ′′
′ ′= . 

Это также значит, что определенная нами 
пара ( ) ( )( ),tt ttk t k t′ ′ ′  входит в ttK ′ . 

4. Найдем тройку объектов ,  ,  t t t′ ′′ , таких, 
что tt′∈ℑ  и tt′′∈ℑ  и ( ) ( )tt ttk t k t′ ′′≠ . 
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Если такой тройки объектов нет, то прекра-
тить работу алгоритма, так как текущая задача 
оказывается тривиальной. 

5. Примем для определенности, что ( )ttk t′ >  

( )ttk t′′> , и выполним преобразование 

 
( ) ( )
( ) ( )

( , ) : ( , ) , ,

( , ) : ( , ) , .
tt tt tt tt

tt tt tt tt

g k t k g k t k k K

g k t k g k t k k K
′ ′ ′ ′

′′ ′ ′′ ′

′ ′ ′= −ϕ ∈

′′ ′′ ′′= +ϕ ∈
 (13) 

В силу леммы 5 это преобразование не на-
рушает супермодулярности задачи. 

При положительных значениях ϕ  преобра-
зование (13) уменьшает величины ( )( ),tt ttg k t k′ ′ ′ , 
k K′∈ , и, следовательно, из множества ttK ′  ис-
ключаются некоторые пары меток. Преобра-
зование (13) увеличивает числа ( )( ),tt ttg k t k′ ′ ′′ , 

k K′′∈ . Однако ни одна из пар ( )( ),ttk t k′ ′′ , 
k K′′∈ , не входила в множество ttK ′′  и поэто-
му при достаточно малом, хотя и положитель-
ном, значении ϕ  множество ttK ′′  не изменится. 

6. Исключить из множества ttK ′  те пары 

( )( ),ttk t k′ ′ , k K′∈ , которые в нем находились. 
7. Если множество ttK ′  оказалось пустым, то 

прекратить работу алгоритма, так как получе-
на супермодулярная задача, эквивалентная ис-
ходной, но с меньшей энергией. 

8. Перейти к п. 3.        ■ 
3. Конструктивное определение классов 

эквивалентных задач 
В предыдущем разделе уже использова-

лись определенные преобразования задачи, 
эквивалентность которых очевидна, и на этом 
основании доказано, что два широко извест-
ных класса (max,+)-задач эквивалентны три-
виальным. Следующей целью является по-
строение механизмов для эквивалентного пре-
образования любой (max,+)-задачи и приве-
дения ее к тривиальной, если, конечно, это 
вообще возможно. Для этого необходимо кон-
структивно описать исчерпывающим образом 
все множество эквивалентных преобразова-
ний (max,+)-задач. 

Введем вспомогательное понятие нулевой 
(max,+)-задачи, как такой, для которой каче-
ство любой разметки TKk ∈  равно нулю. 
Следующая очевидная лемма, которая будет 
приведена без доказательства, показывает, ка-
ким образом полное описание класса нулевых 
(max,+)-задач является исчерпывающим опи-
санием всех классов эквивалентных задач. 
Лемма 6. Две (max,+)-задачи с весами 

1 ( , )ttg k k′ ′ , )(1 kqt  и 2 ( , )ttg k k′ ′ , )(2 kqt  эквива-
лентны тогда и только тогда, когда задача с 
весами 1 2( , ) ( , ) ( , )tt tt ttg k k g k k g k k′ ′ ′′ ′ ′= −  и ( )tq k =  

1 2( ) ( )t tq k q k= −  нулевая. 
Теорема 3. Пусть числа ),( kkg tt ′′  и )(kqt  

определяют (max,+)-задачу. Эта задача нуле-
вая тогда и только тогда, когда существуют 
числа ( ), ,tt k tt k K′ ′ϕ ∈ℑ ∈ , и числа Ttth ∈),( , 
удовлетворяющие равенствам 

 
( )

( , ) ( ) ( ),
, , ,

( ) ( ) ( ),

, ,
( ) 0.

tt tt t t

t tt
t N t

tt

g k k k k
tt k K k K

q k k h t

t T k K
h t

′ ′ ′

′
′∈

′∈ℑ


 ′ ′= ϕ + ϕ
 ′ ′∈ℑ ∈ ∈
 = − ϕ +

 ∈ ∈


=


∑

∑

 (14) 

Доказательство. Пусть для чисел ( ),ttg k k′ ′  

существуют числа ( )tt k′ϕ  и ( )h t , удовлетво-
ряющие равенствам (14). Качество любой раз-
метки TKk ∈  равно 

 ( )

( )

( ( ), ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )) .

tt t
tt t T

tt t t
tt

tt
t T t N t

g k t k t q k t

k t k t

h t k t

′
′∈ℑ ∈

′ ′
′∈ℑ

′
′∈ ∈

′ + =

′= ϕ +ϕ +

 
+ − ϕ 

 

∑ ∑

∑

∑ ∑

 

В данном выражении любое число ( )tt k′ϕ  
присутствует либо два раза, либо ни разу. При 
этом, если число ( ( ))tt k t′ϕ  входит в сумму 
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( )( ( )) ( ( ))tt t t
tt

k t k t′ ′
′∈ℑ

′ϕ + ϕ∑  со знаком плюс, то 

оно входит в сумму 
( )

( ) ( ( ))tt
t T t N t

h t k t′
′∈ ∈

 
− ϕ 

 
∑ ∑  

со знаком минус. Таким образом, качество лю-
бой разметки равно ∑

∈Tt

th )(  и в силу (14) рав-

но нулю. 
Несколько более трудоемко доказательство, 

что для любой нулевой задачи существуют 
числа ( )tt k′ϕ  и ( )h t , удовлетворяющие равен-
ствам (14). Это доказательство выполняется в 
четыре этапа. 

• Докажем, что если числа ),( kkg tt ′′  и 
)(kqt  определяют нулевую задачу, то для лю-

бой пары объектов tt′∈ℑ  и любой четверки 
2211 ,,, kkkk ′′  меток выполняется равенство 

1 1 2 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ).tt tt tt ttg k k g k k g k k g k k′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′+ = +  (15) 

Функции ttg ′ , удовлетворяющие этому ра-
венству, называются модулярными. 

Рассмотрим и зафиксируем для дальнейше-
го рассмотрения два соседних объекта t  и t′ , 
две метки 1k  и 2k  как возможные метки объ-
екта t, две метки 1k ′  и 2k′  как возможные мет-
ки объекта t ′ . Выберем и зафиксируем для 
дальнейшего рассмотрения произвольную раз-
метку всех остальных объектов и оставим для 
рассмотрения четыре разметки 4321 ,,, kkkk , 
такие, что 

1111 )(,)( ktkktk ′=′= , 2222 )(,)( ktkktk ′=′= , 

2313 )(,)( ktkktk ′=′= , 1424 )(,)( ktkktk ′=′= . 

Качества этих четырех разметок в силу ус-
ловия теоремы равны нулю. Представим каче-
ство первой разметки в следующем виде: 

 1 1 1 1

1

( ) ( , ) ( )
( ) 0,
tt t

t

G k g k k f k
f k A

′

′

′= + +
′+ + =

 (16) 

где  
)())(,()( 1

)(
111 kqtkkgkf t

tt
tNt

ttt +′′= ∑
′≠′′

∈′′
′ , 

 )())(,()( 1
)(

111 kqtkkgkf t

tt
tNt

ttt ′+′′′=′ ′

≠′′
′∈′′

′′ ∑ , 

{ } { }
* ** *

* ** *

* ** *
1 1 1

\ \ ,

( ( ), ( )) ( ( )).
t t t

t t t t t T t t

A g k t k t q k t
′ ′∈ℑ ∈

= +∑ ∑  

Заметим, что слагаемое A  будет также вхо-
дить и в качества остальных трех разметок, 
слагаемое )( 1kft  – в качество третьей размет-
ки, а слагаемое )( 1kft ′′  – в качество четвертой 
разметки. Аналогично выражению (16) запи-
шем качества остальных трех разметок: 

0)()(),()( 22222 =+′++′= ′′ AkfkfkkgkG tttt , (17) 

0)()(),()( 21213 =+′++′= ′′ AkfkfkkgkG tttt , (18) 

0)()(),()( 12124 =+′++′= ′′ AkfkfkkgkG tttt . (19) 

Суммируя (16), (17) и вычитая (18), (19), 
получим 

1 1 2 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.tt tt tt ttg k k g k k g k k g k k′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′+ − − = (20) 

Равенство (15) доказано. 
• Докажем, что для любой модулярной 

функции RKKg tt →×′ :  существуют такие 
числа ( )tt k′ϕ , что 
 ( , ) ( ) ( )tt tt t tg k k k k′ ′ ′′ ′= ϕ + ϕ . 

Эти числа следует находить так: выбрать 
произвольную метку 0k , а затем определить 
числа ( )tt k′ϕ  и ( )t t k′ϕ  следующим образом: 
 0( ) 0tt k′ϕ = , 0( ) ( , )t t ttk g k k′ ′ϕ = , k K∈ , 
 0 0( ) ( , ) ( )tt tt t tk g k k k′ ′ ′ϕ = −ϕ , k K∈ . 

Очевидно, что в результате такого выбора 
чисел ( )tt k′ϕ  и ( )t t k′ϕ  равенства 
 0 0( , ) ( ) ( )tt tt t tg k k k k′ ′ ′= ϕ +ϕ , (21) 
 0 0( , ) ( ) ( )tt tt t tg k k k k′ ′ ′= ϕ +ϕ  (22) 
будут выполняться для всех k K∈ . 

Покажем, что в результате такого выбора 
чисел ( )tt k′ϕ  и ( )t t k′ϕ  равенство ( , )ttg k k′ ′ =  

( ) ( )tt t tk k′ ′ ′= ϕ + ϕ  будет выполняться для всех 
пар kk ′, . В силу модулярности функции ttg ′  
справедливо равенство  



УСиМ, 2007, № 1 11 

 ),(),(),(),( 0000 kkgkkgkkgkkg tttttttt ′+−=′ ′′′′ . 

Выразим слагаемые в правой части этого ра-
венства в соответствии с (21) и (22) и получим 

 0 0

0 0

( , ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
tt tt t t tt

t t tt t t tt t t

g k k k k k
k k k k k
′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′

′ = ϕ + ϕ −ϕ −
′ ′−ϕ +ϕ +ϕ = ϕ +ϕ

 

• Докажем, что числа ( )tt k′ϕ , удовлетворя-
ющие условиям, записанным в первой строке 
системы (14), таковы, что величины ( )tq k +  

( )

( )tt
t N t

k′
′∈

+ ϕ∑  не зависят от k . 

Рассмотрим две разметки 1k  и 2k , отлича-
ющиеся только в объекте t  так, что 11 )( ktk =  
и 22 )( ktk = , а значения этих разметок во всех 
прочих объектах tt ≠′ обозначим )(0 tk ′ . Каче-
ства этих разметок равны 
 1 1 1

( )

( ) ( ) ( )tt t
t N t

G k k q k A′
′∈

= ϕ + +∑ , 

 2 2 2
( )

( ) ( ) ( )tt t
t N t

G k k q k A′
′∈

= ϕ + +∑ , 

где 

 

{ }

* **
* **

* **

* *
* *

* **
0 0

,
,

* *
0 0

\ ( )

( ( ), ( ))

( ( )) ( ( )).

t t
t t
t t t t

t t t
t T t t N t

A g k t k t

q k t k t

∈ℑ
≠ ≠

∈ ∈

= +

+ + ϕ

∑

∑ ∑
 

Поскольку 0)()( 21 == kGkG , то 1
( )

( )tt
t N t

k′
′∈

ϕ +∑  

( )2 1 2 2
( )

( ) ( )tt t
t N t

q k k q k′
′∈

+ = ϕ +∑ , а это значит, что 

число 
( )

( ) ( )tt t
t N t

k q k′
′∈

ϕ +∑  не зависит от k . По-

скольку оно зависит только от t , обозначим 

( )

( ) ( )tt t
t N t

k q k′
′∈

ϕ +∑  как )(th . 

• Докажем, что сумма ∑
∈Tt

th )(  равна нулю.  

Действительно, 

 ( )

( ) ( ( )) ( ( ))

( ( ), ( )) ( ( )) 0.

tt t
t T t T t N t

tt t
tt t T

h t k t q k t

g k t k t q k t

′
′∈ ∈ ∈

′
′∉ℑ ∈

 
= ϕ + = 

 
′+ + =

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

   ■
 

Для случая, когда отношение соседства ℑ  
образует связный граф, условия, указанные в 
теореме 3, можно усилить, заменив условие 

0)( =∑
∈Tt

th  более сильным условием 0)( =th  

для каждого Tt ∈ . 
Теорема 4. Пусть числа ),( kkg tt ′′  и )(kqt  

определяют (max,+)-задачу и отношение со-
седства ℑ  задает связный граф. Эта задача 
является нулевой тогда и только тогда, когда 
существуют числа ( ), ,tt k tt k K′ ′ϕ ∈ℑ ∈ , удов-
летворяющие системе уравнений 

 
( )

( , ) ( ) ( ),
, , ,

( ) ( ),

, .

tt tt t t

t tt
t N t

g k k k k
tt k K k K

q k k

t T k K

′ ′ ′

′
′∈

′ ′= ϕ + ϕ
 ′ ′∈ℑ ∈ ∈
 = − ϕ



∈ ∈

∑  (23) 

Доказательство. Очевидно, что если для 
чисел ( ),ttg k k′ ′  и ( )tq k  существуют числа 

( )tt k′ϕ , удовлетворяющие условиям (23), то 

для этих же чисел существуют и числа ( )tt k′ϕ  
и h(t), удовлетворяющие условиям (14). В ча-
стности, это могут быть числа h(t) = 0. 

Покажем теперь, что если для чисел ( ),ttg k k′ ′  

и ( )tq k  существуют числа ( )tt k′ϕ  и ( )h t , удов-
летворяющие условиям (14), то для этих же 
чисел ( ),ttg k k′ ′  и ( )tq k  существуют числа 

( )tt k′ϕ , удовлетворяющие условиям (23). 
Пусть G – граф, задаваемый отношением 

соседства ℑ . Так как G связный, то можно 
построить его остовное дерево G′ . Выберем 
произвольную пару соседних в G′  объектов 
( , )t t∗ ′ , таких, что t∗  является листом дерева. 
Преобразуем величины ( ) ( ) ( ),  ,  

t t t t
k k h t∗ ∗′ ′

′ϕ ϕ  

и ( )h t∗  следующим образом: 

 

( ) : ( ) ( ), ,

( ) : ( ) ( ), ,

( ) : ( ) ( ),    ( ) : 0.

t t t t

t t t t

k k h t k K

k k h t k K

h t h t h t h t

∗ ∗

∗ ∗

∗
′ ′

∗
′ ′

∗ ∗

ϕ = ϕ + ∈

ϕ = ϕ − ∈

′ ′= + =
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Приведенные выражения следует понимать 
как операторы, а не как равенства. Это значит, 
что обозначения ( ) ( ) ( ),  ,  

t t t t
k k h t∗ ∗′ ′

′ϕ ϕ  и ( )h t∗  
в правой части выражений – значения соот-
ветствующих величин до преобразования, а 
эти же обозначения в левой части – значения 
этих же величин после преобразования. В ре-
зультате такого однократного преобразования 
чисел ( ) ( ) ( ),  ,  

t t t t
k k h t∗ ∗′ ′

′ϕ ϕ  и ( )h t∗  останутся 

в силе условия (14), однако величина ( )h t∗  
станет равной нулю. 

Исключим из G′  вершину t  и будем по-
вторять процедуру до тех пор, пока в G′  не 
останется единственная вершина t ′ . На этой 
стадии будет по-прежнему выполняться ус-
ловие ( ) 0

t T
h t

∈

=∑ , однако для всех t t′≠  будут 

уже выполняться и условия ( ) 0h t = . Поэто-
му для t′  также будет выполняться условие 
( ) 0h t′ = .           ■ 
Из теорем 3 и 4 следует, что если для двух 

задач с весами ( ) ( )1 1, ,  tt tg k k q k′ ′  и ( )2 , ,ttg k k′ ′  

( )2
tq k  существуют такие числа ( )tt k′ϕ , кото-

рые удовлетворяют уравнениям 

 

1 2

1 2

( )

( , ) ( , ) ( ) ( ),
, , ,

( ) ( ) ( ),

, ,

tt tt tt t t

t t tt
t N t

g k k g k k k k
tt k K k K

q k q k k

t T k K

′ ′ ′ ′

′
′∈

′ ′ ′= +ϕ +ϕ
′ ′∈ℑ ∈ ∈

= − ϕ

∈ ∈

∑  (24) 

то эти две задачи эквивалентны. И, что более 
существенно, если две задачи с весами 

( ) ( )1 1, ,tt tg k k q k′ ′  и ( ) ( )2 2, ,tt tg k k q k′ ′  эквива-

лентны, то существуют такие числа ( )tt k′ϕ , 
которые удовлетворяют условиям (24). Пре-
образование (24) охватывает, таким образом, 
все множество эквивалентных преобразова-
ний задач. 

Запишем энергию задачи с учетом этого 
преобразования и получим 

[ ]
,

( )

max ( , ) ( ) ( )

max ( ) ( ) .

tt tt t tk K k Ktt

t ttk Kt T t N t

E g k k k k

q k k

′ ′ ′′∈ ∈′∈ℑ

′
∈ ′∈ ∈

′ ′= + ϕ +ϕ +

 
+ − ϕ 

 

∑

∑ ∑
 (25) 

Очевидно, что энергия является выпуклой 
функцией потенциалов ϕ . Как выражения 

( , ) ( ) ( )tt tt t tg k k k k′ ′ ′′ ′+ ϕ + ϕ , так и выражения 

( )
( ) ( )t tt

t N t
q k k′

′∈

− ϕ∑  являются линейными, а 

значит, и выпуклыми функциями от потен-
циалов ( )tt k′ϕ . Следовательно, выражения 

[ ]
,

max ( , ) ( ) ( )tt tt t tk K k K
g k k k k′ ′ ′′∈ ∈

′ ′+ ϕ + ϕ  и 

( )
max ( ) ( )t ttk K t N t

q k k′
∈ ′∈

 
− ϕ 

 
∑  также являются вы-

пуклыми функциями потенциалов. В соответ-
ствии с (25) энергия E является суммой вы-
пуклых функций от потенциалов и, следова-
тельно, выпуклой функцией. Таким образом, 
поиск минимума энергии задачи сведен к оп-
тимизации выпуклой, хотя и не гладкой, функ-
ции, причем без ограничений на значения пе-
ременных ( )tt k′ϕ . 

4. Алгоритм минимизации энергии 
Для решения задачи минимизации энергии 

в этой работе был использован метод обоб-
щенного градиентного спуска, предложенный 
Н.З. Шором [21]. Основная идея метода при-
менительно к задаче минимизации энергии 
состоит в следующем. Обозначим Φ  массив 
потенциалов ( )tt k′ϕ , t T∈ , ( )t N t′∈ , k K∈ . 
Определим последовательность , 1, 2,...,i iγ =  
чисел так, что 

 
1

lim 0; .i ii i

∞

→∞
=

γ = γ = ∞∑  (26) 

Выберем произвольный начальный массив 
0Φ  и определим последовательность ,iΦ  
1, 2,...,i =  так, что 

 1 1γ ( )i i i iE+ +Φ = Φ − ∇ Φ , (27) 
где )( iE Φ∇  – произвольный обобщенный гра-
диент выпуклой функции E  в точке iΦ . Сущ-
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Сущность обобщенного градиентного спуска 
состоит в том, что при произвольном началь-
ном массиве 0Φ  последовательность E(Φ0), 
E(Φ1), … имеет предел, равный min ( )E

Φ
Φ . 

Для задачи, рассматриваемой в данной ста-
тье, Φ  является вектором в пространстве 

2 Kℑ×ℜ , компонентами которого являются по-
тенциалы ( )tt k′ϕ . Известно, что обобщенный 
градиент выпуклой функции не обязательно 
определен однозначно. Один из обобщенных 
градиентов энергии E  в точке iΦ  может быть 
получен по следующей схеме: 

1. Для каждого объекта Tt∈  выбрать мет-
ку )(* tk , для которой  

 

* *

( )

( )

( ( )) ( ( ))

max ( ) ( ) .

i
t tt

t N t

i
t ttk K t N t

q k t k t

q k k

′
′∈

′
∈ ′∈

− ϕ =

 
= − ϕ 

 

∑

∑
 

2. Для каждой пары соседних объектов 
tt′∈ℑ  выбрать две метки )(* tk tt ′  и )(* tk tt ′′ , 
для которых  

 

* * *

*

,

( ( ), ( )) ( ( ))

( ( ))

max ( , ) ( ) ( ) .

i
tt tt tt tt tt

i
t t tt

i i
tt tt t tk K k K

g k t k t k t

k t

g k k k k

′ ′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′ ′′∈ ∈

′ + ϕ +

′+ϕ =

′ ′ = + ϕ +ϕ 

 

3. Определить компоненты ( )tt k′∇ϕ  обоб-
щенного градиента как 

 

* *

* *

1, если ( ) , ( ) ,
( ) 1, если ( ) , ( ) ,

0 иначе.

tt

tttt

k t k k t k
k k t k k t k

′

′′

 = ≠


∇ϕ = − ≠ =



 

5. Обсуждение результатов 
Соотнесем результаты, полученные в дан-

ной части работы, с результатами, известными 
к настоящему времени. 

Задача (max,+)-разметки заключается в том, 
чтобы при заданных множествах , ,T T Tℑ⊂ × K 
и заданных функциях :ttg K K R′ × → , tt′∈ℑ , 
и :tq K R→ , t T∈ , найти разметку :k ∗ T → K, 
которая максимизирует число 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ),tt t
tt t T

G k g k t k t q k t′
′∈ℑ ∈

′= +∑ ∑ . 

Задача (∨, &)-разметки заключается в том, 
чтобы при заданных множествах , ,T T Tℑ⊂ × K 
и заданных функциях { }: 0,1ttg K K′ × → , tt′∈ℑ , 

и { }: 0,1tq K → , t T∈ , определить, существует 

ли разметка :k T K∗ → , для которой 
 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), & 1& &tt t

tt t T
G k g k t k t q k t∗ ∗ ∗ ∗

′
′∈ℑ ∈

′= = . 

Если такая разметка существует, то гово-
рят, что (∨, &)-задача имеет положительное 
решение. 

Задача (∨, &)-разметки называется согласо-
ванной, если для любой тройки tt′∈ℑ , k K∈  
выполняется равенство 
 ( ) ( ) ,t tt

k
q k g k k′

′

′= ∨ . 

Задача (∨, &)-разметки называется пустой, 
если ( ) 0tq k =  для всех t T∈ , k K∈ . Опреде-
лим, что (∨, &)-задача с числами ( ),ttg k k′ ′  и 

( )tq k  содержит в себе (∨, &)-задачу с числа-
ми ( ),ttg k k′′ ′  и ( )tq k′ , если ( ),ttg k k′′ ′ ≤  

( ),ttg k k′ ′≤  и ( ) ( )t tq k q k′ ≤  для всех t T∈ , 

( )t N t′∈ , k K∈ . Очевидно, что если (∨, &)-за-
дача имеет положительное решение, то она 
содержит непустую согласованную часть. Об-
ратное утверждение, конечно, ложно. 

Идея, объединяющая изложенный в дан-
ной статье подход, и подходы, известные к 
настоящему времени, состоит в следующем. 
Оптимизационной (max,+)-задаче с числами 

( ),ttg k k R′ ′ ∈ , ( )tq k R∈  ставится в соответ-

ствие (∨, &)-задача с числами ( ) { }, 0,1ttg k k′ ′ ∈ , 

( ) { }0,1tq k ∈  по правилам 

( ), 1ttg k k′ ′ = , если ( ) ( )
,

, max ,tt ttl l
g k k g l l′ ′′

′ ′= , 

( ), 0ttg k k′ ′ = , если ( ) ( )
,

, max ,tt ttl l
g k k g l l′ ′′

′ ′< , 

( ) 1tq k = , если ( ) ( )maxt tl
q k q l= , 

( ) 0tq k = , если ( ) ( )maxt tl
q k q l< . 
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Затем выполняется эквивалентное преобра-
зование исходной (max,+)-задачи с целью све-
дения ее к виду, при котором соответствую-
щая ей (∨, &)-задача имеет положительное ре-
шение. Это то, что в данной статье (и преды-
дущих работах одного из авторов) названо эк-
вивалентным преобразованием исходной за-
дачи в тривиальную. 

Естественно, не любая исходная задача мо-
жет быть преобразована в тривиальную, так как 
обратное обозначало бы полиномиальную раз-
решимость NP-полного класса задач. Поэтому 
как предлагаемый подход, так и известные 
подходы, конечно, не гарантируют преобразо-
вание любой (max,+)-задачи в тривиальную. 

Существенное отличие предлагаемого под-
хода от известных состоит в том, что извест-
ные алгоритмы преобразуют исходную задачу 
в эквивалентную ей, такую, что соответству-
ющая (∨, &)-задача содержит непустую согла-
сованную часть. Предлагаемый же подход со-
стоит в преобразовании исходной задачи в эк-
вивалентную ей и обеспечивающую минимум 
энергии. Такой подход более сильный, чем 
известные подходы. Именно, если (max,+)-за-
дача такова, что соответствующая ей (∨, &)-за-
дача содержит непустую согласованную 
часть, то эта (max,+)-задача не обязательно 
минимизирует энергию в своем классе экви-
валентности. Если же (max,+)-задача обеспе-
чивает минимум энергии, то соответствую-
щая ей (∨, &)-задача обязательно содержит 
непустую согласованную часть. Во второй 
части работы при описании экспериментов с 
разработанными алгоритмами будет показана 
на конкретном примере правильность двух 
последних утверждений. 

Существенное отличие предлагаемого под-
хода от известных выражено леммой 3, кото-
рая утверждает, что если для данной решае-
мой (max,+)-задачи существует тривиальный 
эквивалент, то любая задача, минимизирующая 
энергию в данном классе эквивалентности, 
тривиальна. Поэтому минимизация энергии 
задачи гарантирует сведение ее к тривиаль-
ной, если для нее такой тривиальный эквива-

лент существует, в то время как известные ал-
горитмы такой гарантии не дают. 

Помимо этого основного результата умест-
но указать еще и побочный результат, касаю-
щийся решения (∨, &)-задач и вытекающий из 
идеи минимизации энергии (max,+)-задач. 

В силу NP-полноты множества (∨, &)-задач 
невозможно указать легко проверяемые необ-
ходимые и достаточные условия их положи-
тельной разрешимости. Поэтому используется 
широко известный метод, основанный на не-
обходимом, но недостаточном условии. А 
именно, для того, чтобы (∨, &)-задача имела 
положительное решение, необходимо, чтобы 
она содержала непустую согласованную часть. 
Идеи минимизации энергии позволяют усилить 
это необходимое условие следующим образом. 

Пусть ( ),ttg k k′ ′ , tt′∈ℑ , k K∈ , k K′∈ , – чис-
ла, равные нулю или единице, определяющие 
(∨, &)-задачу, которая состоит в вычислении 
значения 
 ( ) ( ) ( )( ),& & ,

T ttttk K
G g k t k t′′∈ℑ∈

′∨ = ∨ . (28) 

Поставим ей в соответствие (max,+)-задачу, 
состоящую в вычислении значения 
 ( ) ( ) ( )( )max, max ,

T tt
k K tt

G g k t k t′
∈ ′∈ℑ

′+ = ∑ . (29) 

Очевидно, что если (∨, &)-задача (28) имеет 
положительное решение, то (max,+)-задача (29) 
минимизирует энергию в своем классе экви-
валентности. Очевидно также, что это необхо-
димое условие положительной разрешимости 
не слабее, чем ранее сформулированное. На 
самом деле оно сильнее, и во второй части 
работы будет приведен конкретный пример 
непустой согласованной (∨, &)-задачи, не 
имеющей положительного решения, отсутст-
вие которого легко проверяется эквивалент-
ным преобразованием соответствующей 
(max,+)-задачи. 

Хотя предложенный алгоритм минимиза-
ции энергии и потребовал довольно обширно-
го анализа формальных свойств (max,+)-задач, 
конечная его формулировка привлекает своей 
простотой, возможностью практически без-
граничного распараллеливания и, может быть, 
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другими свойствами. В то же время, как и все 
алгоритмы, претендующие на общее решение 
обширных классов задач, при его применении 
к тем или иным подклассам (max,+)-задач он 
может оказаться менее предпочтительным, 
чем специальные алгоритмы, предназначен-
ные для решения задач именно этого подклас-
са. В этом смысле приведенный алгоритм есть 
лишь иллюстрация принципа минимизации 
энергии (max,+)-задач общего вида, который 
служит отправной точкой при разработке ал-
горитмов решения задач с той или иной спе-
цификой. Во второй части этой работы будет 
показано применение описанного принципа в 
том случае, когда множество объектов есть не 
абстрактное множество с произвольной струк-
турой соседства, а множество пикселов изо-
бражения с вполне определенной и характер-
ной именно для изображений структурой. 
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